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 1 

重要考点一 极限 

极限理论是微积分学的基础，微积分中的基本概念都是运用极限方法阐述的； 

【思考】什么是极限？  无限接近 

 

【技巧】极限的计算思路 

1.直接代入 

2.处理之后再代入：约分、通分、分子有理化、分母有理化 

3.套用公式 

（1）































nm

nm
b

a
nm

bxbxbxb

axaxaxa

nn

nn

mm

mm

x

,0

,

,

lim
0

0

1

1

10

1

1

10




 

（2）重要极限 1： 1
1

sinlim1
sin

lim
0


 x

x
x

x

xx
或  

►►等价无穷小替换： 

在 x→0时，常用的等价无穷小量：sinx~x；1-cosx~x
2
/2；tanx~x；arcsinx~x；arctanx~x

；ln(1+x)~x；e
x
-1~x；a

x
-1~xlna 

（3）重要极限 2： exe
x

x

x

x

x




1

0
)1(lim)

1
1(lim 或     “

1 ” 

►► a

cm

nmx

x
e

bax

c



 


)1(lim  

4.洛必达法则：【
0

0
定理】设函数 f(x),g(x)满足条件：【 定理】 

            ； 

 在点 x0 的某个去心邻域内 f '(x)与 g'(x)都存在，且 g'(x)≠0； 

 存在或无穷大； 

则 。这种将分子、分母分别求导再求极限的方法称为洛必达法则。 

使用洛必达法则时必须注意： 

（1） 必须是“ ”或“ ”型不定式； 

（2）若 还是“ ”或“ ”型不定式，且 f '(x),g'(x)仍满洛必达的其他条件，则可以继续使

用洛必达法则。 

（3）把定理中的 x→x0 换成，x→x
-
0，x→x

+
0，x→-∞，x→+∞，定理仍然成立。 

（4）形如“0·∞”，“∞-∞”，“1∞”，“00
”，“∞0

”等形式的，先将这些形式进行变形，变成“ ”或“ ”

型，再用洛必达法则进行计算。 

5.夹逼定理：设函数 f(x),g(x),h(x)在 x0的某个去心邻域内满足： 

 夹条件：f(x)≤g(x)≤h(x) 

 逼条件： ，则  
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重要考点二 连续 

【思考】什么是连续？什么是函数的连续？ 

  连续，不间断，无缝连接。 

►►函数在某点连续的充要条件：左连续+右连续；或 极限存在且极限=该点的函数值；或 

左极限=右极限=该点的函数值。 

 

【金句】连续：  

 

 

间断点 

若函数 f(x)在 x0处不连续，则称 x0为 f(x)的间断点。 

 第一类间断点：左、右极限均存在，但不连续的间断点。其中： 

 左右极限相等时，这样的间断点为可去型间断点； 

 左右极限存在但不相等，这样的间断点为跳跃型间断点。 

 第二类间断点：左右极限中至少有一个不存在的间断点。 

 无穷间断点 

 震荡间断点 
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重要考点三 导数 

一、导数的定义 

函数 f(x)的导数，记作 f '(x)或 dy/dx 或 df(x)/dx 或 y'。 

x

xfxxf
xf

x 






)()(
lim)(

0

 

（1）f(x)在 x0 处可导的充要条件是“f(x)在 x0 处左可导+右可导且 f-'(x0)=f+'(x0)=f'(x0)”。 

（2）可导与连续的关系：f(x)在 x0 处可导是 f(x)在 x0处连续的充分非必要条件。 

（3）导数的几何意义：导数表示函数 f(x)在某点的瞬间变化程度，即切线的斜率。 

【金句】  

 

二、导数的运算 

1.基本导数公式【★】 













)(tan

)(cos

)(sin

)(

)(

x

x

x

e

a

c

x

x

     













)(arctan

)(arccos

)(arcsin

)(ln

)(log

)(

x

x

x

x

x

x

a

n

 

2.四则运算：若函数 f(x),g(x)均可导，则其和、差、积、商构成的函数亦可导。且： 

 [f(x)±g(x)]'=f'(x)±g'(x) 

 [f(x)g(x)]'=f'(x)g(x)+f(x)g'(x)   【★】 

 
 2)(

)()()()(

)(

)(

xg

xgxfxgxf

xg

xf 











 【★】 

 

3.复合函数的导数【★】 

【金句】  

链式求导法。 

 

4.高阶导数 

【金句】  

先算一阶导数 f '(x)，再算二阶导数 f ''(x)，......，直到 n 阶导数 f
(n)

(x)，并找规律。 

 

5.隐函数的导数【★】 

【金句】                                （+对数求导法） 

 

6.微分：【思考】导数表示了函数中每点的斜率，那么微分表示什么呢？ 

函数 y=f(x)=x
2，如左图。正方形的边长 x 增加了 Δx，面积 y 增加了

Δy=2xΔx+ΔxΔx。我们把其中的 2xΔx 称为该函数的微分：dy=2xΔx。 

（1）微分表示自变量 x 的改变带来的因变量 y 的近似改变。【因变量的变

动与自变量变动必须是线性关系（一次项关系）。】 

（2）一元函数的可导性和可微性是等价的：dy/dx=f '(x) → dy=f '(x)dx 

【金句】  
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重要考点四 导数的应用 

一、微分中值定理 

1.罗尔定理（Rolle）： 若函数 f(x)满足条件： 

 在闭区间[a,b]上连续； 

 在开区间(a,b)内可导； 

 f(a)=f(b)；则在(a,b)内至少存在一点 ξ，使得 f '(ξ)=0。导数 f '(x)等于 0 的点称为函

数 f(x)的驻点。 

【几何意义】满足这三个条件的曲线上，至少有一个点的切线与 x 轴平行。 

 

二、拉格朗日中值定理：若函数 f(x)满足条件： 

 在闭区间[a,b]上连续； 

 在开区间(a,b)内可导； 则在(a,b)内至少存在一点 ξ，使得  

♥♥罗尔定理可以看作是拉格朗日中值定理的特殊形式。 

 

二、导数的应用 

1.洛必达法则：不定式极限的一种有效方法——见极限的计算 

 

2.函数单调性的判断【单调性判定定理】 

设函数 f(x)在[a,b]上连续，(a,b)内可导：【证明】 

 若在(a,b)内 f '(x)>0，则 f(x)在[a,b]上单调递增； 

 若在(a,b)内 f '(x)<0，则 f(x)在[a,b]上单调递减。 

►►判定函数 f(x)单调性的步骤： 

（1）确定函数 f(x)的定义域； 

（2）求 f '(x)，找出 f '(x)=0 或 f '(x)不存在的点，这些点将定义域分成若干小区间； 

（3）列表，由 f '(x)在各个小区间的符号确定函数 f(x)的单调性。 

【金句】  

 

3.函数极值的计算：极值是函数在某个值附近的局部取值：极大值和极小值 

计算函数极值的步骤 

（1）确定函数 f(x)的定义域； 

（2）求 f '(x)，找出定义域内 f '(x)=0 或 f '(x)不存在的点，将定义域分成若干小区间； 

（3）列表，由 f '(x)在上述点两侧的符号，确定其是否为极值点，以及判别是极大值点还是

极小值点； 

〖第一充分条件：f(x)在点处 x0附近连续且可导： 

 在点 x0 左侧 f '(x)>0，右侧 f '(x)<0，x0 为极大值点； 

 在点 x0 左侧 f '(x)<0，右侧 f '(x)>0，x0 为极小值点； 

 在点 x0 两侧 f '(x)不变号，x0 不是极值点。 

第二充分条件：f(x)在点处 x0 有二阶导，且 f '(x0)=0，f ''(x0)≠0： 

 若 f ''(x0)<0，则 f(x)在 x0处取极大值； 

 若 f ''(x0)>0，则 f(x)在 x0处取极小值。                 〗 
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（4）求出极值。 

【金句】  

 

 

4.函数最值的计算：指函数在某区间上的最大值和最小值。 

最值在极端值点、导数不存在的点、区间端点处。 

 计算步骤：连续函数 f(x)在闭区间[a,b]上的最值 

（1）求 f(x)在(a,b)内 f'(x)=0 和 f'(x)不存在的点 x1,x2,x3,...,xn； 

（2）计算函数值 f(a),f(x1),f(x2),....,f(xn),f(b)； 

（3）函数值 f(a),f(x1),f(x2),....,f(xn),f(b)中最大的为最大值，最小的为最小值。 

【金句】  

 

5.曲线的凹凸性和拐点 

（1）方法一：定义法：弦总位于这两点的弧段上方，则称该曲线是凹性的；弦总位于弧下

方，则称该曲线是凸性的。 

（2）方法二：一阶导数法 

若 f(x)在区间(a,b)内具有一阶导数， 

 若曲线 y=f(x)位于其每一点处切线的上方，则函数 f(x)在区间(a,b)内是凹的； 

 若曲线 y=f(x)位于其每一点处切线的下方，则函数 f(x)在区间(a,b)内是凸的。 

（3）方法三：二阶导数法 

若 f(x)在区间(a,b)内具有二阶导数， 

 若当 x∈(a,b)时 f ''(x)>0，则曲线 f(x)在区间(a,b)内是凹的； 

 若当 x∈(a,b)时 f ''(x)<0，则曲线 f(x)在区间(a,b)内是凸的。 

 

==>拐点：在曲线上，若某点的两侧有不同的凹凸性，则称该点为该曲线的拐点。 

若 x0是 f(x)的拐点，则 f''(x0)=0。 

根据拐点的定义，结合凹凸性的判断，若 f(x)在 x0的邻域内具有二阶导，且 f''(x0)=0，

f''(x)在 x0两侧异号，则（x0，f(x0)）是曲线 f(x)的拐点；此外，f ''(x0)不存在的点，也可能是

曲线 f(x)的拐点。 

 

 曲线凹凸性与拐点判别的步骤 

（1）确定函数的定义域； 

（2）求 f ''(x)，并找出 f''(x)=0 和 f ''(x)不存在的点，这些点将定义域分成若干个小区间。 

（3）列表，由 f ''(x)在上述点两侧的符号确定曲线的凹凸性与拐点。 

【金句】  

 

六、曲线的渐近线 

1.水平渐近线 

【金句】  

 

2.垂直渐近线 

【金句】  

w
w
w
.g
dz
cb
.cc

广东专插本考试网： www.gdzcb.cc    公众号：gdzcb_cc     手机：13825092671（微信同号）

广东专插本考试网： www.gdzcb.cc    公众号：gdzcb_cc     手机：13825092671（微信同号）   12



 6 

重要考点五 不定积分 

【金句】不定积分是导数的逆运算 

 

1.不定积分的基本性质 

 

 

2.基本积分公式 





















dx
x

xdx

xdx

dxa

kdx

x

2cos

1

cos

sin

     



















dx
x

dx
x

dx
x

dxxn

2

2

1

1

1

1

1

 

 

3.换元积分法 

（1）第一换元积分法：又称“凑微分法”。是导数复合运算的逆运算。从里往外凑。 

 设函数 f(u)有原函数 F(u)，u=φ(x)可导，则：  

 

（2）第二换元积分法——真正的换元法 

 设函数 x=ψ(t)单调、可导，且 ψ'(t)≠0。又设 g[ψ(t)]ψ'(t)具有原函数 G(t)，则：

 

此方法是引入变量 t（t 可用 x 来表示），将计算 x 的积分转化成计算 t 的积分。 

 

4.分部积分法：是导数乘法的逆运算 

 设函数 u=u(x),v=v(x)的导数都存在且连续，则：  
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重要考点六 定积分 

【金句】  

一、定积分——函数 f(x)在区间[a,b]上与 x 轴围城的面积：记作 。 

1.计算平面图形的面积 

2.计算旋转体的体积 

 

二、定积分的计算 

【金句】  

牛顿-莱布尼茨公式：设函数 f(x)在区间[a,b]上连续，F(x)是 f(x)在[a,b]上的一个原函数

，则： 

 

 -积分上限函数 是 f(x)在[a,b]上的一个原函数； 

 -积分下限函数 是- f(x)在[a,b]上的一个原函数； 
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重要考点七 多元函数 

 多个自变量 

【金句】 

一、二元函数的极限——与一元函数类似 

 

二、二元函数的连续——与一元函数类似 

 

三、二元函数的导数与微分——与一元函数类似 

1.偏导数 

【金句】 

 z=f(x,y)关于 x 的偏导函数：  

z=f(x,y)关于 y 的偏导函数：  

 

2.二阶偏导数 

 z 对 x 的二阶偏导，记作：  

z 对 y 的二阶偏导为： 。 

 若 z 对先 x 后 y 求导数，得到的二阶偏导数称为二阶混合偏导，记作  

 同理，有 z 对先 y 后 x 的二阶混合偏导，记作：  

 可以证明得到， ，即二阶混合偏导的值与求导顺序无关。 

 

3.全微分 

【思考】一元函数 y=f(x)的微分表示：x 的增量 Δx 带来的因变量的改变量 Δy（Δy 只与

Δx 的一次项相关）的近似值 dy。且 dy=f '(x)dy。 

 类似的，多元函数的全微分表示什么呢？ 

 以二元函数的全微分为例： 

 与一元函数的全微分类似：二元函数 z=f(x,y)的全微分应表示自变量的增量带来的因变

量变动的近似值 dz。那么：dz=？ 

►►►即：二元函数 z=f(x,y)的全微分表示函数自变量的变动 Δx,Δy，带来的因变量 z 的近似

改变 dz。 

  且可以证明得到：dz=f 'x(x,y)Δx+f 'y(x,y)Δy 

           =f 'x(x,y)dx+f 'y(x,y)dy 

 

4.多元复合函数的求导法则 

 

5.二元隐函数的求导法则——与一元隐函数的求导类似 

 

w
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 9 

6.二元函数的极值、最值——与一元函数的极值最值类似。 

（1）极值：【极值存在的必要条件】设函数 z=f(x,y)在点(x0,y0)处有极值，且函数在该点的一

阶偏导数存在，则 f 'x(x0,y0)=0，f 'y(x0,y0)=0 

 【极值存在的充分条件】设函数 z=f(x,y)在点(x0,y0)的邻域内有连续的二阶偏导数，且点

(x0,y0)为函数 z=f(x,y)的驻点，记：A=f ''xx(x0,y0)，B=f ''xy(x0,y0)，C=f ''yy(x0,y0) 

 当 B
2
-AC<0，且 A<0 时，f(x0,y0)是函数 f(x,y)的极大值； 

 当 B
2
-AC<0，且 A>0 时，f(x0,y0)是函数 f(x,y)的极小值； 

 当 B
2
-AC>0 时，f(x0,y0)不是函数 f(x,y)的极值。 

（2）最值：最值在函数的极值、端点值和驻点上取得。 

 

三、二元函数的积分——二重积分 

 函数 z=f(x,y)在区域 D 上的积分记为： 。 

 二重积分的计算，可以归化为两个有序的定积分，即二次积分： 

 

【金句】 
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重要考点八 常微分方程初步 

微分方程是指含有微分的方程，由于微分和导数可以互相表达，因此，含有导数的方程

也可以成为微分方程。 

 阶：指方程中出现的未知函数的最高阶导数的阶数； 

 解：指满足微分方程的函数； 

 通解：指满足微分方程的所有函数，其常包含常数 C，且常数的个数等于方程的阶数； 

 特解：指满足微分方程的所有解的其中一个解；特解常可以通过一个条件来确定，我们

把这样的条件称为定解条件（或初始条件）。 

 

在实际中，方程的形式是复杂多样的，我们这里只讨论三种特殊的微分方程： 

 

一、可离变量的微分方程 

 可离变量的微分方程是指可写成：g(y)dy=f(x)dx 的微分方程。 

【求解方法】分离变量法：将微分方程表达称以上标准形式之后，在方程两边直接计算积分：

ʃg(y)dy=ʃf(x)dx，即可解出 x 与 y 的关系式。 

 

二、一阶线性微分方程 

 一阶线性微分方程是指可写成：a(x)y'+b(x)y=c(x)的微分方程。（a(x),b(x),c(x)为已知函数） 

 c(x)=0 时，该微分方程称为一阶齐次线性微分方程 a(x)y'+b(x)y=0，常表示成：y'+P(x)y=0 

 c(x)≠0 时，该微分方程称为一阶非齐次线性微分方程 a(x)y'+b(x)y=c(x)，常表示成：

y'+P(x)y=Q(x) 

1.一阶齐次线性微分方程 y'+P(x)y=0 的通解 

  y'+P(x)y=0 可用分离变量法写成：dy/dx+P(x)y=0  <=>  dy/y=-P(x)dx 

 两边不定积分：ʃdy/y=ʃ-P(x)dx。 得 ln|y|=-ʃP(x)dx+lnC1 

 即通解为：y=Ce
-ʃP(x)dx

 

2.一阶非齐次线性微分方程 y'+P(x)y=Q(x)的通解 

  设 y'+P(x)y=Q(x)的通解为：y=C(x)e
-ʃP(x)dx，两边求导：y'=C'(x)e

-ʃP(x)dx
-P(x)C(x)e

-ʃP(x)dx，

代入原方程，得：C'(x)=Q(x)eʃ
P(x)dx，两边不定积分：C(x)=ʃQ(x)eʃ

P(x)dx
dx+C。 

 所以：一阶非齐次线性微分方程 y'+P(x)y=Q(x)的通解为：y=e
-ʃP(x)dx

[ʃQ(x)eʃ
P(x)dx

dx+C] 

 

三、二阶常系数齐次线性微分方程 y''+py'+qy=0 的通解及特解：【步骤】 

1.写出微分方程的特征方程 r
2
+pr+q=0. 

2.求出特征方程的两个根 r1，r2. 

3.根据特征根的不同，按下表写出微分方程的通解。 

r1，r2 的情况 通解 

两不等实根 r1，r2 y=C1 e 
r1x

+C2 e 
r2x 

两相同实根 r1=r2 y=(C1+C2 x)e 
r1x

 

一对共轭复根 r1，2=α±iβ y=e
αx 

(C1cosβx+C2 sinβx) 
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重要考点九 常数项级数的收敛性 

一、数列 

 

 

二、常数项无穷级数：数列无穷项的和 

 

 

三、常数项无穷级数的收敛性：数列无穷项的和的收敛性 

 数列无穷项的和的极限存在——收敛 

 

 数列无穷项的和的极限不存在——发散 
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专插本《高等数学》参考题（解析版）

一、选择题

1. 函数
2

ln( 2)
16

xy
x





的定义域为（ ）

A. ( 2, )  B. (4, ) C. ( 2, 4) D. ( 4, 4)

答案：B

解析：由题意可知 2

2 0 2
4

16 0 4 4
x x

x
x x x
    

         或
.

2. 设 ( )f x 为奇函数，则 ( ) ( )(2 2 )x xF x f x   为（）

A. 偶函数 B. 奇函数 C. 非奇非偶函数 D. 无法判断奇偶性

答案：B

解析：令 ( ) 2 2x xh x   ，由于 ( ) 2 2 ( )x xh x h x    ，所以 ( )h x 为偶函数，又因为 ( )f x 为奇函数，

所以 ( ) ( )(2 2 ) ( ) ( )x xF x f x f x h x   是奇函数.

3. 设函数
32 1, 0

( )
, 0

xe x x x
f x

k x
    

 


在 ( , )  上连续，则 k为（ ）

A. 0 B. 1 C. 2 D. 任意常数

答案：C

解析：由函数 ( )f x 在 ( , )  上连续可知， ( )f x 在点 x=0 处是连续的，则有
0

lim ( ) (0)
x

f x f


 ，由于

3

0 0
lim ( ) lim( 2 1) 2, (0)x

x x
f x e x x f k

 
      ，故 k=2

4.对于函数
2 4
( 2)
xy
x x





，以下结论中正确的是（ ）

A. x=0 是第一类间断点，x=2 是第二类间断点 B. x=0 是第二类间断点，x=2 是第一类间断点

C. x=0 是第一类间断点，x=2 是第一类间断点 D. x=0 是第二类间断点，x=2 是第二类间断点

答案：B

解析：由于

2

0 0 0

4 ( 2)( 2) 2lim lim lim
( 2) ( 2)x x x

x x x x
x x x x x  

   
   

 
，所以 x=0 是第二类间断点；

由于

2

2 2

4 2lim lim 2
( 2)x x

x x
x x x 

 
 


，所以 x=2 是第一类间断点
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5. 设函数 2( ) ln( 1)f x x  ，则
0

(1 ) (1)lim
x

f x f
x 

  



（ ）

A. 0 B. 1 C. 1 D. 2
答案：B

解析：因为
'' 2

2

2( ) ln( 1)
1
xf x x

x
     

，所以 '

0

(1 ) (1) 2lim (1) 1
1 1x

f x f f
x 

  
  

 
.

6. 若直线 5y x m  是曲线
2 3 2y x x   的一条切线，则常数 m=（ ）

A. 0 B. 1 C. 5 D. 6
答案：B

解析：设切点 0 0( , )M x y ，在 M 点处切线的斜率
0

'= x xk y 切 ，由于
' 2 '( 3 2) 2 3y x x x     ，所以切线

斜率
0

'
0= 2 3 5x xk y x   切 ，得到 0 1x  ，将 0 1x  代入到曲线

2 3 2y x x   中，得到 0 6y  .

由于切点 M(1,6)在切线方程 5y x m  上，所以 6 5 1 1m m     .

7. 设 ( ) ( )f x dx F x C  ，则 2( )xf ax b dx  （ ）

A. 2( )F ax b C  B. 21 ( )
2
F ax b

a
 C. 21 ( )

3
F ax b C  D. 21 ( )

2
F ax b C

a
 

答案：D

解析： 2 2 2 21 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2

xf ax b dx f ax b d ax b F ax b C
a a

        .

8. 若
'(ln ) 1f x x  ，则 ( )f x （ ）

A.
ln (2 ln )
2
x x C  B.

2

2
xx C  C.

xx e C  D.
2

2

x
x ee C 

答案：C

解析：令 lnt x ，则 tx e ，则 ' '( ) 1 ( ) (1 ) ( )t t tf t e f t dt e dt f t e t C         

所以 ( ) xf x x e C  

9. 广义积分 20
1

1
k dx
x




 ，其中 k 为常数，则 k=（ ）

A. 0 B. 1 C.
2


D.
2


答案：D

解析： 02 20 0

1 2arctan 1
1 1 2 2
k dx k dx k x k k k
x x

 


        
   .

w
w
w
.g
dz
cb
.cc

广东专插本考试网： www.gdzcb.cc    公众号：gdzcb_cc     手机：13825092671（微信同号）

广东专插本考试网： www.gdzcb.cc    公众号：gdzcb_cc     手机：13825092671（微信同号）   20



10. 下列级数中发散的是（ ）

A.
1

1
!n n




 B.

2

1 3nn

n


 C.

1 1n

n
n



  D.
1
sin

3nn






答案：C

解析：对于 C 选项，由于 lim lim 1 0
1nn n

nu
n 

  


，所以
1 1n

n
n



  发散.

二、填空题

11.

2

0
30

arcsin 2
lim

x

x

tdt

x


答案：
4
3

解析：

 

2
2

'

200
'3 2 230 0 0 0

arcsin 2arcsin 2 arcsin 2 2 2 2 4lim lim lim lim
3 3 3

xx

x x x x

tdttdt x x x x
x x xx      

 
       


12. 当 0h 时， 0 0( 3 ) ( ) 2f x h f x h h    是 h 的高阶无穷小，则 '
0( )f x 

答案：
1
2



解析：由题意可知 0 0

0

( 3 ) ( ) 2lim 0
h

f x h f x h h
h

   
 ，

由于 0 0 0 0

0 0

( 3 ) ( ) 2 ( 3 ) ( )lim lim 2
h h

f x h f x h h f x h f x h
h h 

      
 

'0 0
00

( 3 ) ( )lim 4 2 4 ( ) 2
4h

f x h f x h f x
h

  
    

所以 '
04 ( ) 2 0f x   ，即 '

0
1( )
2

f x  

13. 如果
2( ) 3f x x kx   在区间[ 1,3] 上满足罗尔定理条件，则 k=

答案：2

解析：本题主要考察罗尔定理的条件，罗尔定理的三个条件：①
2( ) 3f x x kx   在区间[ 1,3] 上连续；

② 2( ) 3f x x kx   在区间 ( 1,3) 内可导；③ ( 1) (3)f f  .

由第 3 个条件可知： ( 1) (3) 4 12 3 2f f k k k        

14. 3( )f x x x  在区间[1,4]上满足拉格朗日定理条件，则 =

w
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答案： 7

解析：本题主要考察拉格朗日定理的结论件. 3 2'( ) ( ) ' 3 1f x x x x    ，由于
3( )f x x x  在区间[1,4]上

满足拉格朗日定理条件，则有
3 3

2(4) (1) (4 4) (1 1)'( ) 3 1
4 1 3

f ff     
   


，所以有 7  或

7   (舍)，综上 7 

15. 设点(1,3)为曲线
3 2y ax bx  的拐点，则 a= ,b= .

答案：
3 9,
2 2



解析：    ' '3 2 2 2' 3 2 , '' 3 2 6 2y ax bx ax bx y ax bx ax b        ，由于点(1,3)为曲线
3 2y ax bx  的

拐点，所以

3
3 2

6 2 0 9
2

aa b
a b b

        


16. 由曲线
2y x 与 y x 所围成的图形绕 Ox 轴旋转一周所得旋转体的体积为

答案：
3
10


解析：本题主要考察绕 x轴旋转的旋转体的体积，其中

积分变量为 x，且0 1x  .
1 12 2 2

0 0

3( ) ( )
2 5 10xV x dx x dx         

17. 设 2 2: 1D x y  ，则 2 25

D

x y d 

答案：
5
6


解析：积分区域为圆形域，首选极坐标形式计算二重积分.
2 2

7 122 1 152 2 2 15 5 5
00 0 0

1 0 2 0 1

5 52 2
12 6D

x y r

x y d d r rdr r dr r


 

    

      

           

积分区域为 ，

1

y x

2y x

x

y

O

1
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18. 交换二次积分次序
1

0
( , )

y

y
dy f x y dx  

答案：
2

1

0
( , )

x

x
dx f x y dy 

解析：
1

0
( , )

y

y
dy f x y dx  中积分区域为 Y—型区域：

0 1y

y x y

 


 
，积分区域如右图所示.

交换积分次序，积分区域为 X—型区域：

2

0 1x
x y x
 

  
，所以

2

1 1

0 0
( , ) ( , )

y x

y x
dy f x y dx dx f x y dy   

19. 设方程 0xy xz yz   所确定的隐函数为 ( , )z z x y ，则 0
1

x
y

z
x 








答案： 1

解析：令 ( , , )F x y z xy xz yz   ，且当 0, 1x y  时，z=0，则

   ' ',x zx z
F xy xz yz y z F xy xz yz x y          ,

x

z

Fz y z
x F x y
 

    
  0

1
1x

y

z
x 




  


20. 函数
2 2z x y y  在点(2,1)处的全微分，则 2

1
x
y

dz 



答案： 4 6dx dy

解析：
' '2 2 2 2 22 , 2
x y

z zx y y xy x y y x y
x y
              



2 2
1 1

4, 6x x
y y

z z
x y 

 

 
  
 

4 6z zdz dx dy dx dy
x y
 

    
 

21. 设 2 3
1 2

x xy C e C e  为某二阶常系数齐次线性微分方程的通解，则该微分方程为

答案：
'' '5 6 0y y y  

1

y=x
y=x

2

x

y

O

1

w
w
w
.g
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解析：由微分方程的通解 2 3
1 2

x xy C e C e  可知对应的特征方程的特征根为 1 22, 3r r  ，对应的特征方程

为 ( 2)( 3) 0r r   ，即
2 5 6 0r r   ，所以原微分方程为

'' '5 6 0y y y  

22. '
2

1yy
x x

  的通解是

答案：
1
2

y Cx
x

  

解析：原微分方程可以化为 '
2

1 1y y
x x

  ，令 2

1 1( ) , ( )P x Q x
x x

   ，代入公式：

1 1 1
ln ln

2 2 2

1 1 1 1dx dx dx x xx x xy e e dx C e e dx C e dx C
x x x x

                         
  

3

1 1
2

x dx C Cx
x x

       

三、计算题

23. 计算 20

tanlim
sinx

x x
x x




.

解： 2 30 0

tan tanlim = lim
sinx x

x x x x
x x x 

 


(无穷小的替换)

 
 

'

'0 3

tan
= lim

x

x x

x


(洛必达法则)

2 2 2

2 2 20 0 0

sec 1 tanlim lim lim
3 3 3x x x

x x x
x x x  


   (无穷小的替换)

1
3



24. 已知 a,b 为常数，且
2 5lim 5
3 2x

ax bx
x

 



，求 a,b 的值.

解：
 

 

'22

'

55 2lim = lim = lim 5
3 2 33 2x x x

ax bxax bx ax b
x x  

   


 


2 0 03
155

3

a
a

b b

      


w
w
w
.g
dz
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25. 设函数

2

2

0

1 cos , 0

( ) 1, 0

sin cos
, 0

x

ax x
x

f x x

b x t dt
x

x


 


 







在 0x  处连续，试求常数 a,b.

解析：本题主要考察连续的三个条件.

解：由于 ( )f x 在 x=0 处连续，所以 ( )f x 满足：
0

lim ( ) (0) 1
x

f x f


 

2

2
2 20 0 0

1 ( )1 cos 12lim ( ) lim lim
2x x x

axaxf x a
x x    


  

 
 

'
22

0 20
'0 0 0 0

sin cossin cos
lim ( ) lim lim lim( cos cos ) 1

xx

x x x x

b x t dtb x t dt
f x b x x b

x x      


     



又
00 0

lim ( ) lim ( ) lim ( ) 1
xx x

f x f x f x
   

  

21 1 2
2

01 1

a a
bb

      
  

26. 设
2

(x 0)xy x  ，则
'y .

解析：先两边同时取对数，再用隐函数求导法.

解：两边同时取对数可得：
2 2ln ln lnxy x x x  ，再令

2( , ) ln lnF x y y x x  ，则有

'2

'2

( , ) ln ln 2 ln

1( , ) ln ln

x x

y y

F x y y x x x x x

F x y y x x
y

      

    

所以
2' 12 ln (2 ln 1) (2 ln 1)1
xx

y

F x x xy x x y x x
F

y

 
         

27. 计算定积分
1

0
ln( 1)

e
x dx


 .

解析：采用分部积分法，选取
'ln( 1), 1u x v   .

解：
1 1 11

00 0 0

1ln( 1) ln( 1) 1 (1 )
1 1

e e ee xx dx x x dx e dx
x x

         
   

w
w
w
.g
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1 1 1
00 0

11 1 1 ( 1) ln( 1) 1
1

e e ee dx dx e e x
x

            
 

28. 求不定积分
1

(1 2ln )
dx

x x

解：
1 1 1 1(1 2 ln ) ln 1 2 ln

(1 2 ln ) 2 1 2 ln 2
dx d x x C

x x x
    

  

29. 设
2( , )z f x y x  ，且 f 具有二阶连续偏导数，求

2z
x y

 

.

解：令
2,u x y v x   ，则 ( , )z f u v ，

且        ' '' '2 21, 2 , 1, 0
x yx y

u v u vx y x x x y x
x x y y
   

         
   

，故

1 2 2u v u v
z z u z v f f x f xf
x u x v x
    

         
    

     
2

2 2u v u v
z z f f f x f

x y y x y y y
                   

( ) 2 ( ) 2u u v v
uu vu

f f f fu v u vx f xf
u y v y u y v y

      
         

       

30. 求 cos( )xz e x y  的全微分.

解：
'

cos( ) cos( ) sin( ) [cos( ) sin( )]x x x x
x

z e x y e x y e x y e x y x y
x
            



'
cos( ) sin( )x x

y

z e x y e x y
y
       

[cos( ) sin( )] sin( )x xz zdz dx dy e x y x y dx e x y dy
x y
 

        
 w
w
w
.g
dz
cb
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31. 求
D

xd
y
 ，其中 D 是由 y x ， 1xy  及 2y  围成.

解析：采用直角坐标法下计算二重积分，积分区域 D如右图所示，选择 Y—型区域：
11 2,y x y
y

    .

解：
2 2

1 11 1

1y y

y yD

x xd dy dx dy xdx
y y y
      

2 2 2
13 21

1 1 1 1 9( ) ( )
2 4 4 16
y dy y

y y
    

32. 计算二重积分 25
D

I x ydxdy  ，其中 D是由 0, 0x y  ，与
2 2 1x y  所围成的位于第一象限内的图

形.
解析：积分区域为圆形域，可选极坐标形式计算二重积分.

解：由于 D是由 0, 0x y  ，与
2 2 1x y  所围成的位于

第一象限内的图形，故积分区域化为极坐标形式为：

0 0 1
2

r   ，

所以 25
D

I x ydxdy 

1 12 2 2 42 2
0 0 0 0

5 5( cos ) sin 5 cos sin
D

I x ydxdy d r r rdr d r dr
 

             

2 5 1 32 2
0 00

1 1cos (cos ) cos
3 3

d r
 

       

说明：本题也可以采用直角坐标法计算，积分区域看成 X—型区域：
20 1 0 1x y x    ， ，则

21 12 2

0 0

15 5
3

x

D

I x ydxdy dx x ydy


     .

33. 求
'' '5 6 0y y y   满足 '

0 01, 4x xy y   的特解.

解析：微分方程
'' '5 6 0y y y   对应的特征方程为

2 5 6 0r r   ，解得特征根为 1 22, 3r r  ，故原微

分方程通解为 2 3
1 2

x xy C e C e  .则  '2 3 2 3
1 2 1 2' 2 3x x x xy C e C e C e C e    .

1
xy=1

y=x
y=22

x

y

O

1 x

y

O

1

w
w
w
.g
dz
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将初始条件 '
0 01, 4x xy y   代入，即

1 2

1 2

1
2 3 4
C C
C C

 
  

，解得 1 21, 2C C   ，故满足初始条件的

特解为
2 32x xy e e  

34. 判定级数
1 2 1

n

n

n
n





 
  

 的敛散性

解：因为
1

2 1 2 2
n n
n n

 


，所以
1

2 1 2

n nn
n

         
，由于级数

1

1
2

n

n





 
 
 

 是收敛的.故由比较审敛法可知级

数
1 2 1

n

n

n
n





 
  

 也是收敛的.

35. 判定级数
1

2 ! cos ( 0)
n

n
n

n na a
n





 
 的敛散性

解：因为 cos 1na  ，所以
2 ! cos 2 !n n

n n

n na n
n n

  
 ，判断级数

1

2 !n

n
n

n
n





 的敛散性.由于

1

11
1

1

2 ( 1)!
2 ( 1)! 1 1 1 2( 1)lim lim lim lim2 2lim 11 12 ! ( 1)2 ! ( ) (1 )

n

nn
n

n nnn n n n nn nn
n n

n
u nn

nn nu n e
n nn n






    

 
        

  
，

故级数
1

2 !n

n
n

n
n





 收敛，所以级数
1

2 ! cos ( 0)
n

n
n

n na a
n





 
 收敛.

四、综合题

36. 已知
5( ) 3 1f x x x   ，求：

⑴函数 ( )f x 的凹凸区间； ⑵证明方程 ( ) 0f x  在(1,2)内至少有一个实根.

解：(1) ' 5 ' 4 '' 4 ' 3( ) ( 3 1) 5 3, ( ) (5 3) 20f x x x x f x x x        ，

令
'' ( ) 0f x  ，得 0x  .

当 0x  时，
'' ( ) 0f x  ；当 0x  时，

'' ( ) 0f x  .

所以 ( )f x 的凹区间为 (0, ) ，凸区间为 ( ,0) .

w
w
w
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(2)由 5( ) 3 1f x x x   可知 ( )f x 在区间[1,2]上连续.又因为

(1) 3 0, (2) 25 0f f     ，即 (1) (2) 0f f  ，

由零点定理可知，至少存在一点 (1, 2)  ，使得 ( ) 0f   ，

即方程 ( ) 0f x  在(1,2)内至少有一个实根.

37. 设
2

2

0
( )

x tF x e dt  ，试求：

⑴F(x)的极值；

⑵曲线 ( )y F x 的拐点的横坐标

⑶
3 2 '

2
( ) ( )F x x F x dx


  .

解：(1)
2

2 4 4
'

' 2 '

0
( ) ( ) 2

x t x xF x e dt e x xe       
  ，令

' ( ) 0F x  ，得驻点 0x  .

 2 4 4 4 4'
'' 4 ' 4( ) 2 2 2 ( ) 2 8x x x x xF x xe e xe x e x e         

'' (0) 2 0F   ( ) (0) 0F x F 的极小值为

(2) 由(1)可知：
4 4 4'' 4 4( ) 2 8 2(1 4 )x x xF x e x e x e     

令
'' ( ) 0F x  ，即

4 442 8 0x xe x e   ，得到
2
2

x   .

在
2
2

x   的两侧
''( )F x 是变号的，所以

2
2

x   均为拐点的横坐标.

⑶
4 4 4 43 3 3 32 ' 2 3 4 3

22 2 2 2

1 1( ) ( ) 2 2 ( )
2 2

x x x xF x x F x dx x xe dx x e dx e d x e   
   

          

81 16 16 811 1( ) ( )
2 2
e e e e       

w
w
w
.g
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专插本《高等数学》模拟题（解析版）

一、选择题

1. 当 0x 时， 2 sinx x 是关于 x的（ ）

A. 高阶无穷小 B.同阶但非等价无穷小

C. 低阶无穷小 D.等价无穷小

答案：B

解析：
2

0 0

sin sinlim lim 1
x x

x x xx
x x 

      
 



 2 sinx x 与 x是同阶但非等价无穷小

2. 设函数 ( )f x 在 1x  处可导，且
0

(1 2 ) (1) 1lim
2x

f x f
x 

  



，则 ' (1)f （ ）

A.
1
2

B.
1
4

C.
1
4

 D.
1
2



答案：C

解析：由于 ' '

0 0

(1 2 ) (1) (1 2 ) (1) 1 1lim lim ( 2) 2 (1) (1)
2 2 4x x

f x f f x f f f
x x   

     
        

  

3. 下列函数中在[ 1,1] 上满足罗尔定理条件的是（ ）

A.
2ln(1 )y x  B. y x C.

3 2 1y x  D. 3 1y x 

答案：C

解析：A. 2ln(1 )y x  ,由于 (1) ( 1) ln(1 1) ln 0y y     ，无意义，所以不满足
2ln(1 )y x  在[ 1,1]

上连续的要求.

B. y x 在 x=0 处不可导，所以不满足 y x 在 ( 1,1) 内可导的要求.

D. 3 1y x  ，由于 3( 1) 0 (1) 2y y    ，所以不满足第三个条件.

4. 设 ( ) ( )f x dx F x C  ，则 2( )xf ax b dx  （ ）

A. 2( )F ax b C  B. 21 ( )
2
F ax b

a
 C. 21 ( )

3
F ax b C  D. 21 ( )

2
F ax b C

a
 

答案：D

解析： 2 2 2 21 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2

xf ax b dx f ax b d ax b F ax b C
a a

        .

w
w
w
.g
dz
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5. 下列级数中收敛的是（ ）

A.
1

2 1
3

n

n n





     
   

 B.
1 1n

n
n



  C.
1
sin

n n



 D. 3

1 2

1( 1)n
n n







答案：D

解析：由于 3 3
2 2

1 1( 1)n

n n
  ，而 3

1 2

1
n n




 收敛，故 3

1 2

1( 1)n
n n





 收敛.

二、填空题

6. 函数 ( )y y x 由参数方程
2

3

x at
y bt

 



所确定，则

2

12 t
d y
dx  

答案： 2

3
4
b
a

解析：由于
3 ' 2

2 '

( ) 3 3
( ) 2 2

t

t

dy
btdy bt btdt

dxdx at at a
dt

    ，

'
2

2 2 ' 2

3 3( ) 32 2
( ) 2 4

t

t

dyddy bt bdxd
d y d dy bdx dt a a

dxdx dx dx dx at at a t
dt

 
              

 

所以
2

1 12 2 2

3 3
4 4t t

d y b b
dx a t a  

7. 二阶齐次微分方程
'' '6 13 0y y y   的通解为

答案： 3
1 2( cos 2 sin 2 )xy e C x C x 

解析：微分方程
'' '6 13 0y y y   对应的特征方程为：

2 6 13 0r r   ，解得：

2 2

1,2
6 ( 6) 4 1 13 6 16 6 16 6 4 3 2

2 2 2 2
i ir i

        
     

可令 3, 2   ，则有微分方程的通解为 3
1 2( cos 2 sin 2 )xy e C x C x w

w
w
.g
dz
cb
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8. 已知 23lim 1
px

x
e

x




   
 

，则 p=

答案：
3
2

解析：由于

( 3 )
3

3 23 3lim 1 lim 1

x ppx
p

x x
e e

x x

  
 

 

                 
，所以

2
3

p  ；

9. 曲线 2

4( 1) 2xy
x


  的水平渐近线 ，铅垂渐近线

答案： 2, 0y x  

解析：由于 2

4( 1)lim 2 2
x

x
x

     
，所以水平渐近线为 2y   ；

由于
2

2 20 0

4( 1) 2 4 4lim 2 lim
x x

x x x
x x 

             
，所以铅垂渐近线为 0x 

10. 交换二次积分次序
21 1

1 0
( , )

y
I dy f x y dx




  

答案：
1 1

0 1
( , )

x

x
dx f x y dy



  

解析：
21 1

1 0
( , )

y
dy f x y dx



  中积分区域为 Y—型区域：

2

0 1
0 1

y
x y
 

   
，积分区域如右图所示.

交换积分次序，积分区域为 X—型区域：

0 1

1 1

x

x y x

 

    

，所以
21 1 1 1

1 0 0 1
( , ) ( , )

y x

x
dy f x y dx dx f x y dy

 

  
    .

三、计算题

11. 已知函数

sin 2(x 1) , 1
1

(x) , 1
, 1

x
x

f a x
x b x

  
 
  


在点 1x  处连续，求常数 a 和 b 的值.

解析：本题主要考察连续的三个条件.
解：由于 f(x)在 x-1 处是连续的，故有

① (1)f a

y
2
=-x+1
1

-1

x

y

O

1

w
w
w
.g
dz
cb
.cc
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②
1 1 1

sin 2( 1) 2( 1)lim ( ) lim lim 2
1 1x x x

x xf x
x x    

 
  

 


1 1
lim ( ) lim( ) 1
x x

f x x b b
  

   

又
1

lim ( )
x

f x


 存在
1 1

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
  

  1 2b   1b 

故
1 1

lim ( ) lim ( ) 2
x x

f x f x
 

 

③
1

lim ( ) (1)
x

f x f


 2a 

在 x=0 处连续，所以 ( )f x 满足：
0

lim ( ) (0) 1
x

f x f


 

12. 求极限

3 3

60

1lim
sin

x

x

e x
x

 
.

解：

3 3 3 3 33 3 3 2 2 3

6 6 6 5 3 30 0 0 0 0 0

1 1 ( 1 ) ' 3 3 1 1lim = lim lim lim lim lim
sin ( ) ' 6 2 2 2

x x x x x

x x x x x x

e x e x e x x e x e x
x x x x x x     

       
    

13. 函数 ( )y y x 由方程
3 arccos( )y x xy  确定，求

'y

解：由题意可知
3 arccos( ) 0y x xy   ，

令
3( , ) arccos( )F x y y x xy   ，则有

'3

2 2

'3 2

2 2

1( , ) arccos( ) 1
1

1( , ) arccos( ) 3
1

x x

y y

F x y y x xy y
x y

F x y y x xy y x
x y

         

        

所以

2 2 2 2
'

2 2 22

2 2

11
1 1

1 3 13
1

x

y

y
x y x y yFy

F y x y xy x
x y

  
  

    
  



14. 求不定积分
2ln( 1 )x x dx  .

解析：采用分部积分法，选取 2 'ln( 1 ), 1u x x v    .

解： 2 2 2 ' 2

2
ln( 1 ) ln( 1 ) ( 1 ) ln( 1 )

1
xx x dx x x x x x x dx x x x dx
x

            


  

w
w
w
.g
dz
cb
.cc
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2 2 2 2

2

1 1ln( 1 ) (1 ) ln( 1 ) 1
2 1

x x x d x x x x x C
x

          




15. 计算二重积分 x y

D

I e d  ，其中 D 是由直线 1x y  和两个坐标轴所围成的闭区域.

解析：采用直角坐标法下计算二重积分，积分区域 D如右图所示，

选择 X—型区域：0 1,0 1y y x      .

解：
1 1 1 1

00 0 0
( )

xx y x y x y x

D

I e d dx e dy e e dx
          

1 1
00

( ) ( ) 1x xe e dx ex e    

16. 设 ( , )z z x y 是由方程
zx y z e   所确定的隐函数，求 dz.

解：原方程可化为 0zx y z e    ，令 ( , , ) zF x y z x y z e   

'
1z

x x
F x y z e      

'

'

1

1

z
y y

z z
z z

F x y z e

F x y z e e

      

       

1 1
1 1

x
z z

z

Fz
x F e e


     
  

1 1
1 1

y
z z

z

Fz
y F e e


    
  

1 1
1 1z z

z zdz dx dy dx dy
x y e e
 

    
   

17. 已知 1 2,x xy e y e  是
'' ' 0y py qy   (p,q 为常数)的解.

⑴求 p,q； ⑵求满足条件
'(0) 1, (0) 2y y  的特解.

解：⑴由 1 2,x xy e y e  是
'' ' 0y py qy   (p,q 为常数 )的解可知，对应的特征方程的特征根为

1 21, 1r r   ，对应的特征方程为 ( 1)( 1) 0r r   ，即
2 1 0r   ，所以原微分方程为

'' 0y y  ，故

0, 1p q   .

1 x

y

O

1

w
w
w
.g
dz
cb
.cc

广东专插本考试网： www.gdzcb.cc    公众号：gdzcb_cc     手机：13825092671（微信同号）

广东专插本考试网： www.gdzcb.cc    公众号：gdzcb_cc     手机：13825092671（微信同号）   34



⑵由题意可知原微分方程的通解为 1 2
x xy C e C e  ，则 '

1 2
x xy C e C e  .

将初始条件
'(0) 1, (0) 2y y  代入，即

1 2

1 2

1
2

C C
C C

 
  

，解得 1 2
3 1,
2 2

C C   .

所以特解为
3 1
2 2

x xy e e  .

18. 判断级数 2
1

3 4
!

n

n n n





 
 

 
 的敛散性.

解：级数 2 2
1 1 1

3 4 3 4
! !

n n

n n nn n n n

  

  

 
   

 
   ，

令
4
!

n

nv n
 ，则

1

1
1

4
4 ! 1( 1)!lim lim lim lim 4 0 1

4 4 ( 1)! 1
!

n

n
n

n nn n n n
n

n

v nn
v n nv

n






   

      
 

，则有级数
1

4
!

n

n n




 收敛.

而级数 2
1

3
n n




 是 1p  的 p-级数，可知 2

1

3
n n




 是收敛的.

所以级数 2
1

3 4
!

n

n n n





 
 

 
 收敛.

四、综合题

19.一条曲线通过
2( ,3)e ，且在任一点处切线的斜率等于该点横坐标的倒数.

⑴求该曲线方程；

⑵求该曲线与 x 轴及 2x e 所围图形绕 y 轴旋转一周形成旋转体的体积.

解：⑴由题意可知， ' 1y
x

 ，所以 lny x C  .

由于曲线过点
2( ,3)e ，即

23 ln e C  ，得到 C=1.

所以曲线方程为 ln 1y x 

⑵
3 32 2 1 2 4

20 0

5 1( ) ( ) ( )
2 2

y
yV e dy e dy e

e
      
w
w
w
.g
dz
cb
.cc
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20. 已知 0x 时，
21 1ax  与 2sin x是等价无穷小.

⑴求常数 a 的值； ⑵判断
21 1ax  在定义域内的凹凸性.

解：⑴由题意可知
2

20

1 1lim 1
sinx

ax
x

 
 ，由于

2
2

2 20 0

1
1 1 12lim lim 1
sin 2x x

axax a
x x 

 
   ，所以 2a  .

⑵由(1)可知，令
21 2 1( )y x x R    ，则 ' 2

2

2( 1 2 1) '
1 2
xy x
x

   


，且

 
32

2 2

2 2'' ( ) '
1 2 1 2

xy
x x

 
 

对于 x R ， '' 0y  ，所以 21 2 1x  在 ( , )  上是凹的.

w
w
w
.g
dz
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.cc
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1

专插本《高等数学》重要知识回顾

第一章 函数、极限、连续

【考试要求】

(1)理解函数的概念，会求函数包括分段函数的定义域、表达式及函数值，并会作出简单函数的分段函数图

像.

(2)掌握函数的单调性、奇偶性、有界性和周期性的定义，会判断所给函数的相关性质.

(3)理解函数 ( )y f x 与反函数 1( )y f x 之间的关系(定义域、值域、图像)，会求单调函数的反函数.

(4)掌握函数的四则运算与复合运算，熟练掌握复合函数的复合过程.

(5)掌握基本初等函数的简单性质及其图像.

(6)掌握初等函数的概念.

(7)了解极限的概念，掌握函数在一点处的左极限与右极限的概念，极限存在的充分必要条件.

(8)了解极限的有关性质，掌握极限的四则运算法则.

(9)理解无穷小量、无穷大量的概念，掌握无穷小量的性质，会进行无穷小量阶的比较(高阶、低阶、同阶、

等价).

(10)熟练掌握用两个重要极限求极限的方法.

(11)理解函数在一点连续与间断的概念，掌握判断函数(含分段函数)在一点处连续的方法，理解函数在一

点连续与极限存在之间的关系.

(12)会求函数的间断点并确定其类型(第一类间断点、第二类间断点).

(13)理解在闭区间上连续函数的性质.

(14)理解初等函数在其定义区间上的连续性，并会利用函数连续性求极限.

【知识点一】常见函数的定义域的求解

◇定义域：使函数有意义的 x的取值范围

1.多项式函数，类似于 1
0 1 1( ) n n

n nf x a x a x a x a
     ，定义域为{ | }x x R ；

2.
1( )f x
x

 ，定义域为{ | 0}x x  ；

3. 2( ) nf x x ，定义域为{ | 0}x x  ；

4. ( ) log x
af x  ，定义域为{ | 0}x x  ；

5. 0( )f x x ，定义域为{ | 0}x x  ；

6. ( ) sinf x x 或 ( ) cosf x x ，定义域为{ | }x x R ；

7. ( ) tanf x x ，定义域为{ | ( )}
2

x x k k Z   ；

8. ( ) cotf x x ，定义域为{ | ( )}x x k k Z  ；

9. ( ) sinf x arc x 或 ( ) cosf x arc x ，定义域为{ | 1 1}x x   ；

10. ( ) tanf x arc x 或 ( ) cotf x arc x ，定义域为{ | }x x R ；
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11. 若函数是由上述任意几个函数的加减乘除运算而得，该函数的定义域应为各个函数定义域的交集；

12. 分段函数的定义域为分段函数各分段区域内自变量取值范围的并集；

13. 若已知 ( )f x 的定义域为[ , ]a b ，求 [ ( )]f g x 的定义域.

具体做法：令 ( )a g x b  ，所求 x的取值范围即为复合函数 [ ( )]f g x 的定义域

14. 若已知 [ ( )]f g x 的定义域为[ , ]a b ，求 ( )f x 的定义域.

具体做法：令 ( )u g x ，求 ( )u g x 的值域即为函数 ( )f x 的定义域

【例】（2010 年）函数
2

( ) 2 ln
1 1
xf x
x


 

的定义域

答案： (0, )

【知识点二】函数的奇偶性

◇判断函数奇偶性的前提条件：定义域关于原点对称（若定义域不关于原点对称该函数为非奇非偶）

1.判断方法：

①若 ( ) ( )f x f x  偶函数图像关于 y 轴对称 ( ) ( ) 2 ( )f x f x f x  

②若 ( ) ( )f x f x   奇函数图像关于原点对称 ( ) ( ) 0f x f x  

2. 幂函数 ( ) nf x x
n


 



偶函数， n为偶数

奇函数， 为奇数

3. 奇偶性的运算性质：（可由幂函数推导）简记：将奇函数看成负数，将偶函数看成正数

奇+奇=奇 偶+偶=偶 奇+偶=非奇非偶 奇ⅹ奇=偶 偶ⅹ偶=偶 奇ⅹ偶=奇

4. 对于复合函数 [ ( )]y f g x ，分解为外部函数 ( )y f u 、内部函数 ( )u g x ，则

外部函数 ( )y f u 内部函数 ( )u g x  复合函数 [ ( )]y f g x

奇/偶 偶  偶

奇 奇  奇

偶 奇  偶

5. 说明：

①判断奇偶性时必须先检验定义域是否关于原点对称

②若函数 ( )f x 为具体函数，可根据奇偶性的性质或定义判断；若函数 ( )f x 为抽象函数，首选定义判断。

【例】（2010 年）设函数 ( )y f x 的定义域为 ( , )  ，则函数
1 [ ( ) ( )]
2

y f x f x   在其定义域上是（ ）

A. 偶函数 B.奇函数 C. 周期函数 C. 有界函数

答案：B
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【知识点三】无穷小与无穷大

1.定义：

①若
0

( )

lim ( ) 0
x x
x

f x



 ，则称函数 ( )f x 为 0x x (或 x  )时的无穷小量.

②若
0

( )

lim ( )
x x
x

f x



 ，则称函数 ( )f x 为 0x x (或 x  )时的无穷大量.

2. 无穷小与无穷大的关系

在同一极限过程中，

①若函数 ( )f x 为无穷小，且 ( ) 0f x  ，则
1
( )f x

为无穷大.

②若函数 ( )f x 为无穷大，则
1
( )f x

为无穷小.

3. 无穷小的性质

有界函数与无穷小之积仍为无穷小.(☆)
☆使用情况：一般在某个变化过程中出现 sin cos arctan  、 、 等极限不存在的情况使用该性质.

4. 无穷小的比较

设
0 0

( ) ( )

lim ( ) lim ( ) 0
x x x x
x x

x x 
 
 

  .

(1)若
( )lim 0
( )
x
x




 ，则称 ( )x 是比 ( )x 高阶无穷小，记为 ( ) o[ ( )]x x  ；

(2)若
( )lim
( )
x
x




 ，则称 ( )x 是比 ( )x 低阶无穷小；

(3)若
( )lim (C 0)
( )
x C
x




  ，则称 ( )x 与 ( )x 是同阶无穷小；

(4)若
( )lim 1
( )
x
x




 ，则称 ( )x 与 ( )x 是等价无穷小，记为 ( ) ( )x x  .

【例】（2015 年）若当 0x 时， 2 32 3kx x x  与 x是等价无穷小，则常数 k （ ）

A. 0 B. 1 C. 2 D. 3
答案：B

5. 等价无穷小的替换（☆）

当 0x 时，

① sin tan arcsin arctan 1 ln(1 x)xx x x x x e        ；

② 211 cos
2
x  ； ③ (1 ) 1 ( 0).x x     ；

☆注意：等价无穷小的替换只能在乘除中，不能在加减中使用.
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【知识点四】求极限

1. 函数极限

设函数 ( )f x 在点 0x 处极限存在的充分必要条：
0 0 0

lim ( ) A lim ( ) lim ( ) A
x x x x x x

f x f x f x
   

    .

2. 求函数极限（☆）

设函数 ( )f x 的定义域为 D，

(1)若 0x D ，则
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x




(2) 若 0x D ，

①有理化求极限，公式：    2 2
( )( )a b a b a b a b     

【例】
0 0 0

1 1 ( 1 1)( 1 1) 1lim lim lim
2x( 1 1) x( 1 1)x x x

x x x x
x x x  

     
  

    .

②约分化简求极限（“
0
0
”型，也可以使用洛必达法则）

【例】 23 3 3

3 3 1 6lim lim lim
9 ( 3)( 3) 3 6x x x

x x
x x x x  

 
  

   

③先通分再约分化简求极限（“ ”型可转化为“
0
0
或




”型，也可以使用洛必达法则）

【例】
2

3 3 2 21 1 1 1

1 3 x x 2 (x 1)(x 2) x 2lim lim lim lim 1
1 1 x 1 ( 1)(x x 1) x x 1x x x xx x x   

                   

(3)利用等价无穷小的性质

有界函数与无穷小之积仍为无穷小.(☆)

【例】
1lim arctan 0

x
x

x


(4)利用等价无穷小的替换 (☆)，当 0x 时，

sin tan arcsin arctan 1 ln(1 x)xx x x x x e        ； 211 cos
2
x  ；

(1 ) 1 ( 0).x x    

【例】（2016 年）
3lim sin

x
x

x


答案：3

【例】（2017 年）当 0x 时， (x) 2f x ，则
0

sin 3lim
( )x

x
f x



答案：
3
2
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(5)第一个重要极限（了解）：
0

sinlim 1
x

x
x



(6)第二个重要极限 (☆)

1lim 1
x

x
e

x

   
 

或  
1

0
lim 1 x
x

x e


 

特征：①适用幂指数函数
(x)(x)gf ；

②适用“1”型或者能化为“1”型的极限

③
1lim 1 e



   
 



 
或  

1

0
lim 1 e


 




【例】（2017 年）若 lim 1 4
x

x

a
x

   
 

，则常数 a （ ）

A. ln 2 B. 2ln 2 C. 1 D. 4
答案：B

(7)利用对数恒等式求形如
(x)(x)gf 的极限

【例】
00

2 0

1
ln limlim 11 lim ( x)

ln x ln

0 0 0
lim lim lim 1

xxx
x

x x

x x x x x
x x x

x e e e e e
 



  



  
     

(8)洛必达法则求未定式极限 (☆)

适用条件：必须是“
0
0
或



”型极限.

【例】（2015 年） 30

arctanlim
x

x x
x



答案：
1
3



【例】（2016 年）
2 30

1 sinlim
x

x
x x

  
 

答案：
1
6

【例】（2017 年）求极限
3

0

3 1lim
1 cos

x

x

e x
x

 


。

答案：9

(9)利用分子分母同时除以最高次幂项的思想求



型极限

说明：该类型题也可以使用洛必达法则求解，同时也适用数列极限
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0

01
0 1 1

1
0 1 1

,

lim 0,
,

m m
m m

n nx
n n

a m n
b

a x a x a x a m n
b x b x b x b

m n







 
           





【例】（2014 年）
24 3 1lim

n

n n
n

 

答案：2
【例】（2017 年）下列极限等式不正确的是（ ）

A. lim 0n

n
e


 B.

1

lim 1n
n

e


 C. 21

1lim 0
1x

x
x





D.

0

1lim sin 0
x

x
x


答案：C

【知识点五】连续性

1. 函数在某一点处的连续性（☆）

若函数 ( )f x 在 0x x 处满足三个条件：

① 0( )f x 存在；

②
0

lim (x)
x x

f


存在；

③
0

0lim (x) ( )
x x

f f x


 .

则称函数 ( )f x 在 0x x 处连续.

☆说明：检验是否连续，逐个检验上述三个条件.

【例】（2015 年）已知函数

sin 2(x 1) , 1
1

(x) , 1
, 1

x
x

f a x
x b x

  
 
  


在点 1x  处连续，求常数 a 和 b 的值.

答案：a=2,b=1

【例】（2016 年）若函数
3 , 1

(x)
1, 1

x a x
f

x x
 

   
在点 1x  处连续，求常数 a=（ ）.

A. 1 B. 0 C . 1 D. 2
答案：A

2. 间断点(不连续点)：

w
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间断点分类

00 0

0 0

0 0

0

0

0 0

0

0

( )

(

lim (x) lim (x) lim (x) ( )
lim (x) lim (x)

lim (x) lim (x)

lim (x)

lim (x) lim (x)
lim

x xx x x x

x x x x
x x x x

x x
x x

x x x x
x x
x x

f f f f x
f f

f f

f

f f

 

 

 





 



 

 
 




 



  



 
 

= 可去间断点

第一类间断点( 、 均存在)
跳跃间断点

= 无穷间断点

第二类间断点( 、 至少有一个存在)

0 )

(x)f







 
  

 
 

不存在 振荡间断点
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第二章 一元函数微分学

【考试要求】

(1)理解导数的概念及几何意义，了解可导性与连续性的关系，会用定义求函数在一点处的导数.

(2)会求曲线上一点处的切线方程和法线方程.

(3)熟练掌握导数的基本公式、四则运算法则、反函数的求导法则以及复合函数的求导方法.

(4)掌握隐函数的求导法、对数求导法和由参数方程所确定的函数的求导方法.

(5)理解高阶导数的概念，会求函数的二、三阶导数.

(6)理解微分的概念，掌握微分法则，了解可微与可导的关系，会求函数的一阶微分.

(7)了解罗尔中值定理、拉格朗日中值定理及其应用，了解柯西中值定理(知道定理的条件及结论).

(8)熟练掌握应用洛必达法则
0 00" " " " "0 " " " "1 " "0 " " "

0


  


、 、 、 、 、 、 求型未定式极限的方法.

(9)掌握利用导数判定函数的单调性及求函数的单调区间的方法，会利用函数的单调性证明简单的不等式.

(10)理解函数极值的概念，掌握求函数的极值、最大值和最小值的方法，并会应用极值方法解应用题.

(11)会判定曲线的凹凸性，会求曲线的拐点.

(12)会求曲线的水平渐近线.

【知识点一】导数的定义(☆)

1. 若函数 ( )f x 在 0x x 处可导，则 ' 0 0
0 0

( ) ( )( ) lim
x

f x x f xf x
x 

  



.

注意：利用分子自变量之差凑分母，分子分母符合定义形式就等于 '
0( )f x .

【例】（2015 年）设函数 2(x) log (x 0)xf   ，则
0

( ) ( )lim
x

f x x f x
x 

 



.

答案：
1
ln 2x



【例】（2016 年）已知函数 (x)f 满足 0 0

0

( 3 ) ( )lim 6
x

f x x f x
x 

  



，则 '

0( )f x  ( ).

A. 1 B. 2 C . 3 D. 6
答案：B

2. 函数 ( )f x 在 0x x 处左导数和右导数：

左导数： ' 0 0
0

0

( ) ( )( ) lim
x

f x x f xf x
x

 

  




右导数： ' 0 0
0

0

( ) ( )( ) lim
x

f x x f xf x
x

 

  




☆说明：一般当函数 ( )f x 很复杂时可以考虑使用定义求解导数.

【例】（2013 年）函数

1

(1 x) , 0(x)
0, 0

xx xf
x

   
 

在 x=0 处的左导数
' (0)f   .

答案： 1e

w
w
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3. 定理： ' ' '
0 0 0( ) ( ) A ( ) Af x f x f x     （即某点处的左右导数存在且相等，函数在该点处的导数存

在且等于左右导数）.
4. 可导与连续之间的关系

可导一定连续，连续不一定可导

☆注意：记住反例 (x)f x 在 x=0 处是连续的但是不可导

【知识点二】导数的几何意义

◇导数的几何意义：函数 ( )f x 在点 0 0( , )M x y 处的导数即为该点处切线的斜率，即： '
0( )k f x

切线

☆切线方程和法线方程的求解步骤

①找切点 0 0( , )M x y ，（若没有指出切点，先设出来）

②求出 ' ( )f x ，并求 '
0( )k f x

切线
或

'
0

1
( )

k
f x

 法线

③代入方程，切线方程： '
0 0 0( )(x )y y f x x  

法线方程： 0 0'
0

1 (x )
( )

y y x
f x

   

说明：⑴若在点 0 0( , )M x y 处切线斜率不存在，则切线方程为 0x x ；法线方程为 0y y .

⑵若在点 0 0( , )M x y 处切线斜率 '
0( ) 0f x  ，则切线方程为 0y y ；法线方程为 0x x .

【例】（2014 年）已知函数
2
1

2(1 3x ) sin 3x 1, 0(x)
, 0

x xf
a x

    
 

在 x=0 处连续.

⑴求常数 a 的值. ⑵求曲线 (x)y f 在点 (0, )a 处的切线方程.

答案：(1)a=1; (2)
33 1y e x 

【例】（2016 年）求曲线
23 2xyx y e   在点 (0,1)处的切线方程.

答案： 1x y 

【知识点三】微分与二阶导数

1. 微分（☆）

方法：先求导数
'y ，再代入公式

'dy y dx 或者
0

'
0( )x xdy f x dx  即求得微分

w
w
w
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2. 二阶导数（☆）

方法：先求一阶导数
'y ，再求二阶导数  ''' 'y y

【例】（2015 年）设 ln
1

x

x
ey
e




，求 ''
0xy  .

答案：
1
4



【例】（2016 年）设 21
xy
x




，则 0xdy  

答案： dx

【知识点四】求函数的导数

1. 初等函数的求导

①基本初等函数求导公式.

②导数的四则运算.

' ' '[u(x) v(x)] u (x) v(x) u(x) v (x)     特别地，
' '[C u(x)] C u (x)  

' '
'

2

u(x) u (x) v(x) u(x) v (x)[ ]
v(x) [v(x)]

  


③复合函数的导数——链式法则

若 (x), (u) [g(x)]u g y f y f    ，且 ' ' ' '(x), (u)x uu g y f  ，则 ' ' '
u xy y u 

2. 隐函数的求导（☆）

①方法一：利用一阶微分形式的不变性

方程两边同时微分，得含有 dx、dy 的一个方程，从中求出微商
dy
dx

即为所求

②方法二：利用复合函数求导法则

第一步：方程两边同时对 x 求导，遇到 y的表达式，把 y 看作 x 的函数，先对 y求导，再乘以 y对 x

的导数
'y ，得一个含有 x、y、

'y 的方程；

第二步：求解上述方程，得导数
'y .

③公式法（首选）

(x, y)
(x, y)

x

y

Fdy
dx F

 

3. 参数函数确定的函数求导（☆）

对于参数函数
(t)
(t)

x
y





 
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①一阶导数：
'

'

(t)
(t)

dy
dy dt

dxdx
dt




 

②二阶导数：
2

2

( ) ( )
/

dy dyd dd y dxdx dx
dx dx dt dt

 

4. 对数求导法（☆）

◇适用于幂指函数
(x)(x)gf 和多因子乘积(或商)函数的求导

◇方法：通过两边同时取自然对数，转化为隐函数进行求导.

【例】（2015 年）设函数 (x)y f 由参数方程 3

tan
2

x t
y t t


  
所确定，则 0t

dy
dx  = .

答案：2

【例】（2017 年）设
2

(x 0)xy x  ，则
'y 。

答案：
2 2' 1(2 ln ) (2 ln )x xy x x x x x x    

【例】（2017 年）已知函数参数方程为 2arctan , ln(1 t )x t t y    ，则 2t
dy
dx   .

答案：1

【知识点五】中值定理（☆）

定理 条件 结论 图像

罗尔中值定理

1.f(x)在区间[a,b]连续

2.f(x)在区间(a,b)可导

3.f(a)=f(b)
至少存在一点 c∈(a,b)，

使得
'( ) 0f c 

拉格朗日中值定理
1.f(x)在区间[a,b]连续

2.f(x)在区间(a,b)可导

至少存在一点 c∈(a,b)，

使得

' (b) (a)( ) f ff c
b a





【例】（2015 年）若函数 2(x) 1f x kx   在区间[0,1]上满足罗尔定理的条件，则常数 k=（ ）.

A. 1 B. 0 C. 1 D. 2
答案：C

【例】（2017 年）设 (x)f 在区间[ , ]a b 上连续，在 ( , )a b 内可导，且 ( ) f(b)f a  ，则曲线 (x)y f 在 ( , )a b
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内平行于 x 轴的切线有（ ）条.
A. 仅有一条 B.至少一条 C. 有两条 D. 不存在

答案：B

【知识点六】函数单调性判定及求单调区间

◇定理：设函数 (x)f 在 ( , )a b 内可导，则有

①若在 ( , )a b 内
' (x) 0f  ，则函数 (x)f 在 ( , )a b 内单调增加.

②若在 ( , )a b 内
' (x) 0f  ，则函数 (x)f 在 ( , )a b 内单调减少.

◇讨论函数单调性的一般步骤：

①确定函数 (x)f 的定义域；

②求出
' (x) 0f  的点和

' (x)f 不存在的点，并以这些点为分界点将定义域划分为若干个子区间；

③分别讨论
' (x)f 在各个区间内的符号，确定函数的单调性.

说明：可以在第三步列表判断(若 x1是驻点，x2是不可导点)

X 1( , x ) 1x 1 2(x , x ) 2x 2(x , )

' (x)f + 0 — —— —

(x)f ↗ ↘ ↘

【知识点七】求函数的极值及最值

1. 极值（☆）

⑴若
'

0(x ) 0f  ，则称 0x 为函数 (x)f 的驻点.

⑵（极值的第一判定定理）

设函数 (x)y f 在点 0x 处连续，且在点 0x 的某一去心邻域内可导，若在该邻域内

①当 0x x 时，
' (x) 0f  ；当 0x x 时，

' (x) 0f  ，则 0(x )f 为 (x)f 的极大值；

②当 0x x 时，
' (x) 0f  ；当 0x x 时，

' (x) 0f  ，则 0(x )f 为 (x)f 的极小值；

③若在点 0x 的两侧
' (x)f 不变号，则 0(x )f 不是 (x)f 的极值.

简记：左边递增右边递减→极大值；左边递减右边递增→极小值；左右两边单调性不变→不是极值

⑵（极值的第二判定定理）

设函数 (x)y f 在点 0x 的某个邻域内一阶可导，在 0x x 处二阶可导，且
' ''

0 0(x ) 0, (x ) 0f f  .
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①若 ''
0(x ) 0f  ，则 0(x )f 为 (x)f 的极大值；

②若 ''
0(x ) 0f  ，则 0(x )f 为 (x)f 的极小值.

◇说明：若满足 ' ''
0 0(x ) 0, (x ) 0f f  条件，可首选极值的第二判定定理判断

⑶讨论函数极值的一般步骤：

①确定函数 (x)f 的定义域；

②求出
' (x) 0f  的点和

' (x)f 不存在的点，并以这些点为分界点将定义域划分为若干个子区间；

③分别讨论
' (x)f 在各个区间内的符号，确定函数在各区间的单调性.

④根据极值的第一判定定理确定极大值和极小值

◇说明：可以在第三、四步列表判断(若 x1、x2是驻点，x3是不可导点)

X 1( , x ) 1x 1 2(x , x ) 2x 2 3(x , x ) 3x 3(x , )

' (x)f + 0 — 0 + 不可导点 +

(x)f ↗ 极大值 ↘ 极小值 ↗ 不是极值 ↗

【例】（2014 年）求函数 (4 1) 2
4 4

1(x) log log
2

x

f x   的单调区间和极值.

答案：单调递减区间 ( ,0) ；单调递增区间 (0, ) ；极小值为 (0) 0f 

【例】（2015 年）已知函数 (x)f 在点 0x 处有二阶导数，且
' ''

0 0(x ) 0, (x ) 1f f  ，则下列结论正确的是

（ ）

A. 0x 为 (x)f 的极小值点 B. 0x 为 (x)f 的极大值点

C. 0x 不是 (x)f 的极小值点 D. 0 0(x , (x ))f 是曲线 (x)y f 的拐点

答案：A

【例】（2016 年）已知定义在区间[0, ) 上的非负可导函数 (x)f 满足
2

2
20

1 ( )(x) ( 0)
1

x f tf dt x
t


 

 .

⑴判断函数 (x)f 是否存在极值，并说明理由； ⑵求 (x)f .

答案：(1)存在； (2) arctan 1xy e 

2. 最值

◇求函数 (x)y f 在闭区间[a,b]上最值的一般步骤：

w
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①求出函数 (x)y f 在(a,b)内
' (x) 0f  的点和

' (x)f 不存在的点；

②求出①中所有点的函数值及 ( ), f(b)f a ；

③比较这些数值的大小，最大的数值即为最大值；最小的数值即为最小值.

【知识点七】曲线的凹凸性及拐点（☆）

1. 凹凸性的判定定理（☆）

设函数 (x)y f 在(a,b)内存在二阶导数.

①若在(a,b)内
'' (x) 0f  ,则曲线 (x)y f 在(a,b)上是凹的；

②若在(a,b)内
'' (x) 0f  ,则曲线 (x)y f 在(a,b)上是凸的；

2. 拐点：连续曲线凹与凸的分界点.

◇说明：①在拐点 0 0(x , )y 左右两侧
'' (x)f 的符号必须异号.(即在 0xx  的左右两侧

'' (x)f 同号，则

0 0(x , )y 不是拐点).

②若 0 0(x , )y 是曲线 (x)y f 的拐点且在 0xx  处二阶导数存在，则有
0 0
''

0

(x )
(x ) 0

y f
f


 
.

③若 0x 是函数 (x)y f 的极值点且在 0xx  处一阶导数存在，则有
0 0
'

0

(x )
(x ) 0

y f
f


 
.

3.讨论函数凹凸性和拐点的一般步骤：

①确定函数 (x)f 的定义域；

②求出
'' (x) 0f  的点和

'' (x)f 不存在的点，并以这些点为分界点将定义域划分为若干个子区间；

③分别讨论
'' (x)f 在各个区间内的符号，确定函数在各区间的凹凸性.

④根据凹凸性判定定理确定拐点.

◇说明：可以在第三、四步列表判断(若 x1、x2是二阶导数等于 0的点，x3是二阶不可导点)

X 1( , x ) 1x 1 2(x , x ) 2x 2 3(x , x ) 3x 3(x , )

'' (x)f + 0 — 0 + 不可导点 +

(x)f 凹 拐点 凸 拐点 凹 不是拐点 凹

即：凹区间为 1( , x ) ， 2 3(x , x )， 3(x , ) ；凸区间为 2 3(x , x )；拐点为 1 1(x , (x ))f ， 2 2(x , (x ))f
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【例】（2016 年）若点(1,2)为曲线 3 2y ax bx  的拐点，则常数 a 与 b 的值应分别为（ ）

A. 1 和 3 B. 3 和 1 C. 2 和 6 D. 6 和 2
答案：A

【例】（2017 年）已知 2

1
(x) ( 1) 1

x
f t dt   ，求 (x)f 的凹凸区间和拐点.

答案：凸区间 ( ,1) ；凹区间 (1, ) ；拐点 (1,0)

【知识点八】曲线的渐近线（☆）

1. 水平渐近线（☆）

若 lim (x)
x

f b


 (或 lim (x)
x

f b


 或 lim (x)
x

f b


 )，则称直线 y b 为曲线 (x)y f 的水平渐近线.

2. 铅垂渐近线

若点 0x 是曲线 (x)y f 的间断点，且
0

lim (x)
x x

f


  (或
0

lim (x)
x x

f


  或
0

lim (x)
x x

f


  )，则称直线

0x x 为曲线 (x)y f 的铅垂渐近线.

【例】（2015 年）曲线
51

x

y
x

   
 

的水平渐近线 y 

答案： 5e
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第三章 一元函数积分学

【考试要求】

(1)理解原函数与不定积分的概念及其关系，掌握不定积分的性质.

(2)熟练掌握不定积分的基本公式.

(3)熟练掌握不定积分第一换元法，掌握第二换元法(仅限三角代换与简单的根式代换).

(4)熟练掌握不定积分分部积分法.

(5)掌握简单有理函数的不定积分.

(6)理解定积分的概念与几何意义，了解函数连续是可积的充分条件.

(7)掌握定积分的基本性质.

(8)理解变上限的定积分是连续的被积函数的一个原函数，掌握对变上限定积分求导数的方法.

(9)掌握牛顿-莱布尼茨公式.

(10)掌握定积分的换元法与分部积分法.

(11)了解无穷区间广义积分的概念，并会进行计算.

(12)掌握直角坐标下用定积分计算平面图形的面积以及平面图形绕坐标轴旋转所生成的旋转体体积的方

法.

(13)了解直角坐标下计算平面曲线弧长(含参数方程)的方法.

【知识点一】不定积分的定义(☆)
1. 原函数

设函数 ( )f x 是定义在区间 I 上的已知函数，如果存在可导函数 F(x)，使得
'( ) ( )F x f x (或

( ) ( )dF x f x dx )， x I .则称函数 F(x)为 ( )f x 在区间 I 上的原函数.

注意：解题时一定要分清谁是 F(x)，谁是 ( )f x ，再根据
'( ) ( )F x f x 求解.

2. 不定积分(☆)

函数 ( )f x 的原函数的全体，称为 ( )f x 的不定积分.即： ( ) ( )f x dx F x C 
3. 不定积分的性质(☆)

① [ ( ) ( )] ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx    
② ( ) ( )kf x dx k f x dx 

③
'

( ) ( )f x dx f x    ； ( ) ( )d f x dx f x dx   
④ ' ( ) ( )f x dx f x C  ； ( ) ( )df x f x C 
☆说明：性质③和④要熟记.

【例】（2017 年）设 F(x)是可导函数 ( )f x 的一个原函数，C 为任意实数，则下列等式不正确的是（ ）

A. ' ( ) ( )f x dx f x C  B.
'

( ) ( )f x dx f x   
C. ( ) ( )f x dx F x C  D. ( ) ( )F x dx f x C 
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答案：D

【知识点二】不定积分的计算(☆)
1. 直接积分法求积分

①化为或套用基本积分公式；

②乘积展开

③根式化为指数

2. 第一换元积分法——凑微分(☆)

①首先将 ( )g x dx 拆成 '[ ( )] ( )f x x dx  ；

②再将 '[ ( )] ( )f x x dx  凑微分为 [ ( )] ( )f x d x  ；

③作变换换元，令 ( )u x 代入，有 ( ) ( )f u du F u C  ；

④变量还原，将 ( )u x 回代，得到 [ ( )]F x C  .

【例】（2015 年）设 F(x)是 ( )f x 的一个原函数，C 为任意实数，则 (2 )f x dx  （ ）.

A. ( )F x C B. (2 )F x C C.
1 (2 )
2
F x C D. 2 (2 )F x C

答案：C

【例】（2016 年）设函数 ( )f x 在区间[ 1,1] 上可导，C 为任意实数，则 'sin (cos )x f x dx  （ ）.

A. cos (cos )xf x C B. cos (cos )xf x C  C. (cos )f x C D. (cos )f x C 

答案：D

【例】（2016 年）求不定积分
1
(1 )

dx
x x .

答案： arcsin(1 2 )x C  

3. 第二换元积分法 (☆)

①首先作变换 ( )x t 代入换元，得 '( ) [ ( )] ( )f x dx f t t dt    ；

②再计算不定积分，得 '[ ( )] ( ) ( )f t t dt F t C    ；

③变量还原，将
1( )t x  回代，得到

1[ ] [ ( )]F t C F x C    .

④常见的变量替换：

被积分函数类型 变量替换

含 n ax b 令 nt ax b  （☆）

w
w
w
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含 1 2,n nx x 令 nt x ，其中 n 为 n1和 n2的最小公倍数（☆）

含
2 2a x 令 sinx a t （☆）

含
2 2x a 令 tanx a t

含
2 2x a 令 secx a t

【例】（2015 年）计算不定积分
2
3

x dx
x

 .

答案： 2( 2 arctan 2)x x C   

【例】（2017 年）已知函数 ( )f x 在区间[0, 2]上连续，且
2

0
( ) 4xf x dx  ，则

4

0
( )f x dx  （ ）.

A. 2 B. 4 C. 6 D. 8
答案：D

4. 分部积分法 (☆)

①分部积分法公式： ' 'uv dx uv u vdx   或 udv uv vdu   ；

②
',u v 的选择顺序：反三角函数、对数、幂函数、三角函数、指数(即“反对幂三指”)

原则：函数靠左边选择为 u，靠右边选择为
'v

③示意图记忆：

说明：分部积分法一般适用于被积函数为两类不同函数的乘积

【例】（2017 年）求不定积分 cos( 2)x x dx .

答案： sin( 2) cos( 2)x x x C   

5. 简单有理函数的不定积分 (☆)

⑴有理函数：两个多项式之商
( )
( )

P x
Q x

所表示的函数.

◇说明：若被积函数有理函数中 P(x)的最高次数大于或等于 Q(x)的最高次数，在积分之前先将有理函数化

'

'

u v d x

u v u vd x 




'

'

u v

u v

w
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简为 P(x)的最高次数小于 Q(x)的最高次数（即真分式）.
⑵对于真分式化为以下四种最简分式进行积分：

①
A
x a

②
( )n
A

x a
，其中 1n  ，且 n 为整数

③ 2

Ax B
x px q


 

，其中
2 4 0p q 

④ 2( )n
Ax B

x px q


 
，其中

2 4 0p q  ， 1n  ，且 n 为整数

【例】计算不定积分 2

1
4 3

dx
x x 

解： 2

1 1 1 1 1 1 1 1( )
4 3 ( 1)( 3) 2 3 1 2 3 1

dx dx dx dx dx
x x x x x x x x

                  

31 1 1 3(ln 3 ln 1) ln ln
2 2 1 2 1

x xx x C C C
x x
 

        
 

【知识点三】定积分的性质(☆)

性质 1： ① ( ) 0
a

a
f x dx  ； ② ( ) ( ) ( )

b a

a b
f x dx f x dx a b   

性质 2： 在区间[a,b]上，

① ( ) ( )
b b

a a
kf x dx k f x dx  ； ② 1

b

a
dx b a 

③ [ ( ) ( )] ( ) ( )
b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx    

性质 3：(可加性) ( ) ( ) ( )
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx   

性质 4： 在区间[a,b]上，（★一般在证明中使用）

① ( ) 0 ( ) 0
b

a
f x f x dx   ；

② ( ) ( ) ( ) ( )
b b

a a
f x g x f x dx g x dx   

性质 5：(估值定理)设 M 和 m分别是函数 ( )f x 在区间[a,b]上的最大值和最小值，则

( ) ( ) ( )
b

a
m b a f x dx M b a   

性质 6：(积分中值定理)如果函数 ( )f x 在区间[a,b]上连续，则在区间[a,b]上至少存在一个点 ，使得下式成

w
w
w
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立： ( ) ( )( ) ( )
b

a
f x dx f b a a b    

性质 7：设函数 ( )f x 为[ , ]a a 上的连续函数 ( 0)a  ，则

①当函数 ( )f x 为奇函数时， ( ) 0;
a

a
f x dx




②当函数 ( )f x 为偶函数时，
0

( ) 2 ( ) ;
a a

a
f x dx f x dx


 

◇说明：性质 7 使用时注意积分区间的对称性.

【知识点四】定积分的计算(☆)
1. 变上限的定积分（☆）

①变上限的定积分 ( ) ( )
x

a
F x f t dt  是被积函数 ( )f x 的一个原函数，即有：

'

( ) ( )
x

a
f t dt f x    

②对于一般的变上限积分的求导公式：  
'( ) '( ) ( ) ( )

x

a
f t dt f x x


      

③对于一般的变限积分的求导公式：    1

2

'( ) ' '
1 1 2 2( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x

x
f t dt f x x f x x




          

◇说明：做题时遇到变限积分一般就是对变限积分求导

2. 牛顿—莱布尼茨公式（☆）——微分基本公式

若函数 ( )F x 是连续函数 ( )f x 在区间[a,b]上的一个原函数，则：

( ) ( ) ( ) ( )
b b

aa
f x dx F x F b F a  

3. 定积分的换元积分法（☆）

设函数 ( )f x 在区间[a,b]上连续，函数 ( )x t 满足条件：

① ( ) , ( )a b     ；

② ( )t 在[ , ]  (或[ , ]  )上具有连续导数，且其值域 [ , ]R a b  ，

则有：   '( ) ( ) ( )
b

a
f x dx f t t dt




   

◇说明：不定积分换元后需要回代；而定积分换元后积分上下限也随之改变，求出结果不需要回代.

4. 定积分的分部积分法（☆）

' 'b bb
aa a

u v dx u v u vdx     
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【例】（2016 年）计算定积分
1

0
2xx dx .

答案： 2

2 ln 2 1
(ln 2)



【例】（2017 年）已知
2

1
( ) 4xf x dx  ，则

3

0
( 1)f x dx  .

答案：8

【知识点五】无穷区间上的广义积分(☆)

①无穷区间上的广义积分的计算与定积分的计算方法相似，均可利用牛顿—莱布尼茨公式.设 ( )F x 为

( )f x 的一个原函数，则：

( ) ( ) lim ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) lim ( ) ( ) ( )

( ) ( ) lim ( ) lim ( ) ( ) ( )

aa x
b b

x

x x

f x dx F x F x F a F F a

f x dx F x F b F x F b F

f x dx F x F x F x F F

 



 

 
  

     

     

      





②
1

1 , 11 1
+ , 1

p

p
pdx

x
p


    
   


收敛

发散

（☆一定记住该结果）

【例】（2015 年）广义积分 61

1 dx
x


 .

答案：
1
5

【例】（2017 年）若常数 1p  ，则广义积分
1

1
pdxx


 .

答案：
1
1p 

【知识点六】定积分的应用(☆)
◇定积分应用的原则：

①尽量画出所求图形的草图，根据图形特点选择合适的坐标和积分变量；

②求出相关曲线的交点，并确定积分区间(一般地，如果选择的积分变量 x，就对 x 轴作垂线确定积分上

下限；如果选择的积分变量 y，就对 y轴作垂线确定积分上下限)

1. 平面图形的面积(☆)
⑴计算步骤：

①画出平面图形的草图；

②选择积分变量，确定积分区间(一般地，如果选择的积分变量 x，就对 x轴作垂线确定积分上下限；如

w
w
w
.g
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果选择的积分变量 y，就对 y轴作垂线确定积分上下限)；

③把平面图形的面积表达为定积分，计算定积分即得到平面图形面积.
⑵分类求平面图形的面积 A：
①积分变量为 x

( )
b

a
A f x dx  

②积分变量为 x

 ( ) ( )
b

a
A f x g x dx  

③积分变量为 y

 ( ) ( )
d

c
A f y g y dy  

【例】（2015 年）求由曲线 cos 2y x x 和直线 0, 0,
4

y x x 
   围成的平面图形的面积.

答案：
1

8 4



2. 旋转体的体积 (☆)
⑴计算步骤：

aO

y

xb

y=f(x)

aO

y

xb

y=f(x)

y=g(x)

c

O

y

x

d
x=f(y)

x=g(y)

w
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①画出平面图形的草图；

②选择积分变量，确定积分区间(一般地，如果关于 x 轴旋转就选择的积分变量为 x；如果关于 y 轴旋转

就选择的积分变量为 y)；

③把旋转体的体积表达为定积分，计算定积分即得到旋转体的体积.
⑵分类求旋转体的体积 V：
①绕 x 轴旋转：

 22 ( )
b b

x a a
V y dx f x dx   

②绕 y 轴旋转：

22 1( )
d d

y c c
V x dy f x dy       

【例】（2016 年）椭圆曲线
2

2 1
4
x y  围成的平面图形绕 x 轴旋转一周而成的旋转体体积 V= .

答案：
8
3


【例】（2017 年）已知函数
2

1(x)
1
xf
x





.

⑴求曲线 (x)y f 的水平渐近线方程.

⑵求由曲线 (x), 0, 1, 0y f x x y    所围成的图形绕 x 轴旋转一周的旋转体体积.

答案：(1) 1y  ; (2) ln 2

3. 平面曲线的弧长 (☆)
◇计算平面曲线弧长 l 的公式：

①一般曲线 (x)y f 的弧长公式： ' 21 ( )
b

a
l y dx 

②参数方程
( )
( )

x t
y t





 

表示的曲线的弧长公式：    2 2' '( ) ( )l t t dt



  

【例】（2014 年）设函数
3
22(x)

3
f x .

⑴求曲线 (x)y f 上相应于0 1x  的弧段长度 s;

⑵求由曲线 (x)y f 和直线 0, 1, 0x x y   所围成的平面图形绕 x 轴旋转而成的旋转体体积.

答案：(1)
2 (2 2 1)
3

 ； （2）
9


w
w
w
.g
dz
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第四章 多元函数微积分学初步

【考试要求】

(1)理解多元函数的概念，会求二元函数的定义域，了解二元函数的几何意义.

(2)理解二元函数的一阶偏导数和全微分的概念，掌握二元函数的一阶偏导数及二阶偏导数的求法，掌握二

元函数全微分的求法.

(3)掌握复合函数与隐函数的偏导数的求法.

(4)理解二重积分的概念，掌握二重积分的性质，掌握直角坐标及极坐标下二重积分的计算方法.

【知识点一】二元函数的偏导数与全微分的概念(☆)
1. 一阶偏导数的概念(☆)

设二元函数 ( , )z f x y 在点 0 0( , )x y 的某一邻域内有定义

①关于 x 在 0x 处的一阶偏导数（将 y 固定在 0y ）.

0
0

0 0 0 0
0 0 0

( , ) ( , )( , ) limx x x xy y

f x x y f x yz f x y
x x  

  
 

 

②关于 y 在 0y 处的一阶偏导数（将 x 固定在 0x ）.

0
0

0 0 0 0
0 0 0

( , ) ( , )( , ) limx x y yy y

f x y y f x yz f x y
y y  

  


 

注意：求二元函数的一阶偏导数具体方法：

⑴对谁求偏导，即谁在变（只有一个变量在变）；

⑵其余变量均视作常数.

2. 二阶偏导数的概念(☆)

按对变量求导次序的不同，二元函数 ( , )z f x y 有下列四个二阶偏导数：

2 2

2

2 2

2

( , ) ( , )

( , ) ( , )

xx xx xy xy

yx yx yy yy

z z z zf x y f f x y f
x x x x y y x
z z z zf x y f f x y f

y x x y y y y

                         
        

                 

注意：求二阶偏导数时哪个变量在前就先对谁求导（如：
2z
x y

 

，z 先关于 x 求导得到
z
x



，再对
z
x



关于

y 求导得到
2z
x y

 

）.

3. 全微分公式(☆)

二元函数 ( , )z f x y 在点(x,y)处的全微分为：
z zdz dx dy
x y
 

 
 

w
w
w
.g
dz
cb
.cc
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【 例 】 （ 2015 年 ） 设 二 元 函 数 (x, ) ln ( 0, 1)yz f y x x x x    ， 平 面 区 域

 ( , ) | 2 , 1 1D x y x e y      .

⑴求全微分 dz .

答案： 1 2(1 ln ) lny ydz x y x dx x xdy  

【例】（2016 年）设二元函数 lnz x y ，则
2z
y x



 

.

答案：
1
y

【例】（2017 年）已知函数 ( , )z z x y 具有二阶连续偏导，且 2

1ydz dx dy
x x


  则
2z
x y



 

.

答案： 2

1
x



【知识点二】二元函数的偏导数的计算(☆)
1.复合函数的偏导数(☆)——链式法则(☆)

设函数 ( , ), ( , )u u x y v v x y  在点(x,y)处有连续偏导数，函数 ( , )z f u v 在点 ( , )u v 处有连续偏导数，则

复合函数 [ ( , ), ( , )]z f u x y v x y 在点(x,y)处关于 x 和 y 的偏导数分别为：

z z u z v
x u x v x
z z u z v
y u y v y

    
   

    
    

   
    

【例】（2016 年）设
vz u ，而 2 ,u x y v x   ，求 1 1

0 0
,x x

y y

z z
x y 

 

 
 

.

答案： 1 1
0 0

2 2 ln 2, 1x x
y y

z z
x y 

 

 
  

 

2.隐函数的偏导数(☆)

设方程 ( , , ) 0F x y z  ，求隐函数 ( , )z z x y 的偏导数：

z

u v

yx

w
w
w
.g
dz
cb
.cc
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( , , )
( , , )
( , , )
( , , )

x

z

y

z

F x y zz
x F x y z

F x y zz
y F x y z


 




 



注意：在求 ( , , ), ( , , ), ( , , )x y zF x y z F x y z F x y z 时：

⑴对谁求偏导，即谁在变（只有一个变量在变）；

⑵其余变量均视作常数.

【例】（2017 年）设 3( ) tan 0x y z z    ，求
z z
x y
 


 

.

答案：0

【知识点三】二重积分(☆)
1. 二重积分的性质

①(保号性)若 ( , ) ( , ), ( , )f x y g x y x y D  ，则 ( , ) ( , )
D D

f x y d g x y d   ；

②若 ( , )m f x y M  ，则 ( , )D D
D

m S f x y d M S    （研究积分值大小的范围）；

③面积公式 D
D

d S  （求积分值或求参数值）.

2. 交换二次积分次序(☆)
⑴二次积分交换积积分次序的步骤：

①由二次积分的上、下限写出积分区域所满足的不等式组；

②根据不等式组画出积分区域的草图；

③把积分区域用于第一步中类型不同的另一种不等式组表出；

④给出新的二次积分的上下限，并写出交换了积分次序的二次积分.
⑵两类不同的积分区域：

①X—型区域特点：穿过积分区域且垂直 x轴的直线与区域的边界的交点不多于两个.

X—型区域一般先对 y 积分，后对 x 积分，且 x 的取值是

常数范围，例如：

2

1

( )

( )
( , ) ( , )

b x

a x
D

f x y d dx f x y dy



   aO

y

xb

1( )y x

1( )y x
Dw
w
w
.g
dz
cb
.cc
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②Y—型区域特点：穿过积分区域且垂直 y 轴的直线与区域的边界的交点不多于两个.

Y—型区域一般先对 x 积分，后对 y 积分，且 y 的取值是

常数范围，例如：

2

1

( )

( )
( , ) ( , )

d y

c y
D

f x y d dy f x y dx



   

【例】（2014 年）交换二次积分
2

1 1

0
( , )

x
I dx f x y dy   .

答案：
1

0 0
( , )

y
dy f x y dx 

3. 直角坐标系下计算二重积分(☆)（几乎年年都考）

◇基本步骤：

①根据积分区域画出草图；

②判断积分区域是 X—型区域还是 Y—型区域；

③用不等式组表示积分区域；

④计算二次积分值.

【 例 】 （ 2015 年 ） 设 二 元 函 数 (x, ) ln ( 0, 1)yz f y x x x x    ， 平 面 区 域

 ( , ) | 2 , 1 1D x y x e y      .

⑵求 ( , )
D

f x y d .

答案： 21 ln 2 3
2
e  

【例】（2016 年）设平面区域 D 由曲线 1xy  和直线 y x 及 2x  围成，计算二重积分 ( , )
D

f x y d .

答案：
4
3

【例】（2017 年）求二重积分
3x

D

e d ，其中 D是由曲线 2y x 和直线 1x  及 0y  围成的有界闭区域.

答案：
1 ( 1)
3
e 

4. 极坐标下计算二重积分(☆)
◇说明：

①根据积分区域画出草图；

②根据草图找到极角 和极径 ( 0)r r  取值范围；

D
c

O

y

x

d
2 ( )x y

1( )x y

w
w
w
.g
dz
cb
.cc
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③将直角坐标形式转化为极坐标形式，转化公式为

2 2

1 1

( )

( )
2 2 2

cos
sin ( , ) ( cos , sin )

r

r
D

x r
y r f x y d d f r r r d
x y r

 

 


     


     
  

   ；

④求二重积分方法的选择(☆)：
对于一般的积分区域可采用直角坐标计算二重积分；

对于被积函数为 2 2(x ), ( )xf y f
y

 或者积分区域 D 为圆形域、扇形域圆环域时利用极坐标计算二重积

分.

【例】（2015 年）将二次积分
2

2 21 1

1 0

x x yI dx e dy
 


   化为极坐标形式的二重积分，并计算 I 的值.

答案：
21

0 0
( 1)

2
rI d e rdr e

    
【例】（2016 年）设平面区域 2 2{( , ) | 1}D x y x y   ，则 2 2( )

D

x y d  .

答案：
2


【例】（2017 年）将二次积分
21 1 2 2

1 0
( )

x
I dx f x y dy




   化为极坐标形式的二次积分，则 I 

A.
1 2

0 0
( )d rf r dr


  B.

1 2

0 0
( )d f r dr


  C.

2 1 2

0 0
( )d rf r dr


  D.

2 1 2

0 0
( )d f r dr


 

答案：A

w
w
w
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第五章 常微分方程初步

【考试要求】

(1)了解微分方程的阶、解、通解、特解及初值条件等基本概念.

(2)会求可分离变量的微分方程、一阶线性微分方程的通解及特解.

(3)会求二阶常系数线性齐次微分方程的通解及特解.

【知识点一】可分离变量的微分方程的求解(☆)

◇形如
' ( ) ( )y f x g y 的微分方程，计算方法：

' 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

dyy f x g y f x g y dy f x dx dy f x dx
dx g y g y

       

【例】（2015 年）微分方程
' 0y xy  满足初始条件 0 1xy   的特解为 y  .

答案：
21

2
x

e
注意：先求通解（含有常数 C），再将初始条件代入通解求得 C.

2. 一阶线性微分方程的求解(☆)——公式法

◇先将微分方程化为标准形式，形如
' ( ) ( )y P x y Q x  的微分方程，计算方法：

①先计算不定积分 ( )P x dx ，找 P(x)的一个原函数；

②直接带入公式：
( ) ( )

( )
P x dx P x dxy e Q x e dx C       

【例】（2017 年）若曲线经过点 (0,1)，且该曲线上任意一点 ( , )x y 处的切线斜率为 2 xy e ，求这条曲线

的方程.

答案：
22x xy e e  

3. 二阶常系数齐次线性微分方程的求解(☆) （几乎年年都考）

◇先将微分方程化为标准形式，形如
'' ' 0y py qy   的微分方程，计算方法：

①写出微分方程所对应的特征方程
2 0r pr q   ；

②计算特征方程的判别式
2 4p q   ，根据判别式具体判断：

判别式取值 特征方程的两个根 方程
'' ' 0y py qy   的通解

2 4 0p q    两个不相等的实根 1 2r r 1 2
1 2
r x r xy C e C e 

w
w
w
.g
dz
cb
.cc
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2 4 0p q    两个相等的实根 1 2r r 1
1 2( ) r xy C C x e 

2 4 0p q    一对共轭复根 1,2r i   1 2( cos sin )xy e C x C x   

说明：若特征方程
2 0r pr q   存在实根 1 2,r r ，则有

1 2

1 2

( )p r r
q r r
  

  

【例】（2015 年）求微分方程
'' '2 5 0y y y   满足初始条件 '

0 02, 0x xy y   的特解.

答案： (2cos 2 sin 2 )xy e x x 

【例】（2016 年）已知函数
2xy e 是微分方程

'' '2 0y y ay   的一个特解，求常数 a 的值，并求该微

分方程的通解.

答案： 2
1 2

xy C C e 

【例】（2017 年）微分方程
'' 9 0y y  的通解 y= .

答案： 3 3
1 2

x xy C e C e 

w
w
w
.g
dz
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第六章 常数项级数

【考试要求】

(1)理解常数项级数收敛、发散及和的定义.

(2)掌握几何级数、调和级数及 p-级数的敛散性.

(3)理解收敛级数的基本性质.

(4)掌握正项级数的比较审敛法和比值审敛法.

【知识点一】常数项级数的概念(☆)

1. 无穷级数
1

n
n
u




 的收敛

设有数列 nu ，令 1 2n nS u u u    ，若 lim nn
S S


 ，则称级数

1
n

n
u




 收敛，且极限 S 叫做级数

1
n

n
u






的和.

【例】（2017 年）级数
1

1
( 1)n n n



  的和为 .

答案：1

2. 几何级数 ( 0, 0)a q  (☆)

1 2 1

1

, 1
1

, 1

n n

n

a q
qaq aq aq aq
q


 



         
   

  
级数收敛

级数发散

3. 调和级数(☆)

级数
1

1
n n




 的发散的

4. p—级数 (☆)

1

, 11
, 1p

n

p
n p






 




收敛
级数

发散

【知识点二】常数项级数的基本性质(☆)

1. 设 k 为非零常数，则
1

n
n
u




 与

1
n

n
ku




 敛散性相同.

2. 若
1 1

,n n
n n
u v

 

 
  分别收敛于 ,S  ，则

1
( )n n

n
u v





 收敛于 S  .
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①若
1

n
n
u




 和

1
n

n
v




 中一个收敛，另一个发散，则

1
( )n n

n
u v





 一定发散.

②若
1

n
n
u




 和

1
n

n
v




 都发散，则

1
( )n n

n
u v





 可能收敛，也可能发散.

反例：级数
1

1
n n




 和

1

1
1n n



  均发散，但
1

1 1
1n n n





   
 收敛.

3. 改变级数前有限项不影响级数的收敛性.

4. 若级数
1

n
n
u




 收敛，则 lim 0nn

u


 .

若 lim 0nn
u


 ，则级数

1
n

n
u




 一定发散.

【知识点三】正项级数敛散性的判定(☆)

1. 首先判断 lim 0nn
u


 是否成立，若成立级数

1
n

n
u




 发散.

2. 若级数是两个级数的和差，首先考虑级数性质判断.

3. 若级数与几何级数、调和级数和 p—级数相似，采用比较审敛法

⑴（比较审敛法）设
1 1

,n n
n n
u v

 

 
  均为正项级数，且 ( 1, 2, )n nu v n   .

①若级数
1

n
n
v




 收敛，则级数

1
n

n
u




 也收敛.

②若级数
1

n
n
u




 发散，则级数

1
n

n
v




 也发散.

⑵（比较审敛法的极限形式）设
1 1

,n n
n n
u v

 

 
  均为正项级数，且 lim n

n
n

u A
v

 .

①若0 A  ，则
1

n
n
u




 ，

1
n

n
v




 同时收敛或同时发散.

②若 0A  ，且
1

n
n
v




 收敛，则级数

1
n

n
u




 也收敛.

③若 A  ，且
1

n
n
v




 发散，则级数

1
n

n
u




 也发散.
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4. 若通项中含有 , , !n na n n 的级数，采用比值审敛法

◇（比值审敛法）设
1

n
n
u




 为正项级数，如果 1lim n

n
n

u
u




 .

①若 1  ，则
1

n
n
u




 收敛.

②若 1  ，则
1

n
n
u




 发散.

③若 1  ，则级数
1

n
n
u




 可能收敛，也可能发散.

☆若级数通项中含有 sin ,cos ,arctann n n或者分子分母含有一个常数，建议先采用放缩法再判断级数的敛

散性.其中： sin 1, cos 1, arctan
2

n n n 
  

【例】（2015 年）下列级数中收敛的是（ ）

A.
1

2
n n




 B.

2

2
1 1n

n
n



  C.
1

1
n n




 D. 2

1

3 1
4

n

n n





     
   



答案：D

【例】（2015 年）判断级数
2

1 3 1n
n

n

  的敛散性.

答案：收敛

【例】（2016 年）已知常数项级数
1

n
n
u




 的部分和 ( *)

1n
nS n N
n

 


，则下列常数项级数中发散的是

（ ）

A.
1
2 n

n
u




 B. 1

1
( )n n

n
u u






 C.
1

1( )n
n

u
n





 D.
1

3
5

n

n
n

u




    
   



答案：C

【例】（2016 年）已知级数
1

n
n
u




 满足 1

1 11 ( *)
3

n

n nu u n N
n

    
 

， 1 1u  ，判断级数
1

n
n
u




 的敛散性.

答案：收敛

【例】（2017 年）判断级数 2
1

1 4
!

n

n n n





 
 

 
 的敛散性.

答案：收敛
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专题：证明题及判断根的存在性

一、.利用零点定理判断方程根的存在性

（1）方程根的存在性的判定步骤

①构造一个闭区间[ , ]a b 且函数 (x)f 在[ , ]a b 上连续；

②计算 ( ), ( )f a f b ，说明 ( ) ( ) 0f a f b  ；

③由零点定理可得方程 (x) 0f  在区间 ( , )a b 内至少有一个根。

（2）仅有一根的证明步骤

在第（1）步的基础上判定函数单调即可。

二、函数不等式的证明方法

（1）利用函数的单调性证明不等式；

（2）利用微分中值定理证明不等式（一般要构造函数）；

（3）利用最值性证明不等式；

（4）利用凹凸性证明不等式。

【 例 】（ 2015 年 ） 已 知 (x)f 是 定 义 在 R 上 的 单 调 递 减 的 可 导 函 数 ， 且 (1) 2f  ， 函 数

2

0
(x) ( ) 1

x
F f t dt x   .

⑴判断曲线 (x)y F 在 R 上的凹凸性，并说明理由；

⑵证明：方程 (x) 0F  在区间(0,1)内有且仅有一个实根.

答案：(1)凸的

【例】（2016 年）设函数 21(x) ln(1 )
2

f x x x    ，证明：

⑴当 0x 时， (x)f 是比 x高阶的无穷小量；

⑵当 0x  时， (x) 0f  .

【例】（2017 年）已知函数
1( ) arctanf x
x

 .

（1）证明：当 0x  时，恒有
1( )

2
f x f

x
   

 
；

（2）试问方程 ( )f x x 在区间 (0, ) 内有几个实根？

答案：(2)一个
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